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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Учебно-методическое пособие содержит материал, относящийся к раз-

делу курса математического анализа – интегральному исчислению. В данной 

работе рассмотрены основные положения, связанные с изучением опреде-

ленного, несобственного интегралов и приложений определенного интеграла. 

Решение задач с использованием приложений определенного интеграла 

представляет собой один из сложных разделов математического анализа. Ко-

личество часов, отведенных на изучение данной темы, очень маленькое. По-

этому данное пособие спланировано таким образом, чтобы изложенные в ней 

аспекты представляли собой интересный и освобожденный от излишних 

трудностей для студентов материал. 

Учебно-методическое пособие может быть использовано, как пособие 

для организации самостоятельной работы студентов как очной, так и заочной 

форм обучения. 
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§1 ЗАДАЧА, ПРИВОДЯЩАЯ К ПОНЯТИЮ ОПРЕДЕЛЁННОГО 

ИНТЕГРАЛА 

Определённый интеграл 

Пусть на отрезке  ba;  задана неотрицательная функция  xfy  . 

 

Рис. 1. Криволинейная  

трапеция 

    Найти площадь фигуры, ограниченной 

графиком функции  xfy  , прямыми 

ax   и bx  , и осью Ox . Такие фигуры 

называются криволинейными трапециями 

(рис.1). 

    Используем прием, которым пользова-

лись математики древней Греции и кото-

рый называют методом Эвдокса или ме-

тодом исчерпывания.  

Идея Эвдокса состоит в следующем: 

а. разбить сложную фигуру на части; 

б. получившиеся части заменить простыми фигурами, площади которых 

находить умеем, и сложить площади этих простых фигур; 

в. полученное в результате сложения число есть некоторое приближение 

к желаемому, поэтому переходим к пределу при разбиении сложной 

фигуры на все более и более мелкие части. 

Для решения поставленной задачи поступим следующим образом: 

1) отрезок  ba;  произвольным образом разобьём на n равных частей 

bxxxxa n  ...210 , из каждой точки деления восстановим пер-

пендикуляры до пересечения с графиком функции (рис. 2); 

2) обозначим длину каждого частичного отрезка 1 kkk xxx ; 

3) на каждом частичном отрезке  kk xx ;1  выберем произвольно точку k , из 

каждой точки деления восстановим перпендикуляры до пересечения с 

графиком функции; 
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4) каждую криволинейную полоску заменим прямоугольником с основа-

нием kx  и высотой равной  kf   и найдём их площади   kkk xfS   ; 

 

Рис. 2.  

5) все прямоугольники образуют ступенчатую фигуру, её площадь 

 



n

k

kkфст xfS
1

..   - интегральная сумма; 

6) очевидно, что .... тркрфст SS  , будем увеличивать число делений отрезка 

 ba; , т.е n , но так чтобы 0 kx (обозначим    kxmax ); 

7) за точное значение ..тркрS  принимаем ..lim фстS , таким образом  

 





n

k

kkтркр xfS
1

0
.. lim 


.                                                  (1) 

Определение. Определённым интегралом называется конечный предел инте-

гральных сумм, если он существует, при 0  и не зависит ни от способа 

деления отрезка на части, ни от выбора точки внутри каждой части, т.е. 

   





n

k

kk

b

a

xfdxxf
1

0
lim 


,                                             (2) 

где  xf  - подынтегральная функция, 

       dxxf  - подынтегральное выражение, 

      a  - нижний предел интегрирования, 
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      b  - верхний предел интегрирования. 

Геометрический смысл: определённый интеграл численно равен пло-

щади криволинейной трапеции. 

Вычисление определённого интеграла непосредственно по определе-

нию представляет собой трудную работу. Более лёгкий и удобный способ 

вычисления был предложен в 17 веке Ньютоном и Лейбницем. Этот способ 

основан на тесной связи, существующей между производной и интегралом. 

Теорема. Если функция  xfy   непрерывна на отрезке  ba;  и  xF  - какая-

либо первообразная на  ba;  для  xf , то имеет место формула: 

     aFbFdxxf

b

a

 .                                                  (3) 

Формулу (3) называют формулой Ньютона-Лейбница. 

 

§2 СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА 

1. Постоянный множитель можно выносить за знак определённого инте-

грала, т.е. 

                                                   

b

a

b

a

dxxfkdxxkf . 

2. Определённый интеграл от алгебраической суммы конечного числа 

функций равен алгебраической сумме определённых интегралов от 

этих функций, т.е. 

                                                         

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121 ...... . 

3. Определённый интеграл с одинаковыми пределами интегрирования ра-

вен нулю, т.е. 

                                                  0
a

a

dxxf . 

4. При изменении порядка интегрирования знак определённого интеграла 

меняется на противоположный, т.е. 
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                                                    

a

b

b

a

dxxfdxxf . 

5. Если отрезок  ba;  точкой cx   разбит на части, то имеет место равен-

ство: 

                                                      

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf . 

6. Если на отрезке  ba; , где ba   и    xxf  , то 

                                                    

b

a

b

a

dxxdxxf  . 

7. Если m и M – наименьшее и наибольшее значения функции  xf  на 

 ba;  и ba  , то 

                                                   abMdxxfabm

b

a

  . 

8. Теорема о среднем: Если функция  xf  непрерывна на  ba; , то на этом 

отрезке найдётся такая точка  , что справедливо равенство 

                                                     fabdxxf

b

a

 . 

9. Если функция  xf  - нечетная, т.е.    xfxf  , то 

                                             0


a

a

dxxf . 

10.  Если функция  xf  - четная, т.е.    xfxf  , то 

                                               dxxfdxxf

aa

a

 
 0

2 . 

 

§3 МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Методы вычисления определённого интеграла те же, что и для неопре-

делённого, однако нужно использовать формулу Ньютона-Лейбница. 
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Пример 1. Вычислить интеграл   

1

0

22 1 dxx . 

Решение. 

   
15

28
1

3

2

5

1

3

2

5
121

1

0

351

0

24

1

0

22 







  x

xx
dxххdxx . 

Пример 2. Вычислить интеграл 
2

0

2cos



xdx . 

Решение. 

  










 

2

0

2

0

2

0

2

0

2 2sin
2

1

2

1
2cos1

2

1

2

2cos1
cos



xxdxxdx
x

xdx  

 
4

0sinsin
2

1

22

1 












 . 

Пример 3. Вычислить интеграл 
 



 

1

2

3
511 x

dx
. 

Решение. 

 
     

 





























1

2

21

2

3
1

2

3
1

2

3 2

511

5

1
511511

5

1
511

511

x
xdxdxx

x

dx
 

 

1

2

2
51110

1






x 72

7

36

35

10

1

1

1

6

1

10

1
22


















 . 

Пример 4. Вычислить интеграл  









4

1

1
dx

x
x . 

Решение. 


















































 


4

1

3

4

1

4

1

2

1

2

3

2

1

2

14

1

2
3

2

1

2

3

21
xx

xx
dxxxdx

x
x  

    14214
3

2 33    
3

8
2

3

14
12218

3

2
 . 
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3.1 Метод замены переменной 

Пусть функция  xfу   непрерывна на отрезке  ba, , требуется вычис-

лить 

                                                          
b

a

dxxf . 

Заменим переменную х , полагая 

                                                          tх  ,                                                         (4) 

тогда 

                                                          dttdх  .                                                   (5) 

Из равенства (4) найдем, что значению ax   соответствует значение 

t , а значению bx   соответствует t . Следовательно, справедлива фор-

мула 

                               

   

    dtttf

tbхпри

tахпри

dttdxtх

dxxf

в

н

b

a

 





















              (6) 

Пример 5. Вычислить интеграл 

2

2

3ln

е

xx

dx
. 

Решение. 

  













2

2ln

2

2ln

22

2ln

3

3

22

3 2
2ln,2ln

ln

ln

2

t
dtt

t

dt

ett

анияинтегрировпределыИзменим

dt
x

dx
txзаменуВведём

xx

dx

вн

e

 

2ln8

2ln4

2ln8

42ln

2ln2

1

8

1

2

1
2

2

2

2

2

2

2ln

2







t
. 

Пример 6. Вычислить интеграл  

2

0

24 dxx . 
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Решение. 

 








2

0

2

2

0

2 cos2sin44

.
2

2

;00

cos2sin2

4





tdtt

tхесли

tхесли

анияинтегрировпределыИзменим

tdtdxtxзаменуВведём

dxx

в

н
 

  


 
2

0

2

0

2

0

2
2

0

2 2cos12
2

2cos1
4cos4cossin14



dttdt
t

tdttdtt  

    





















 0sinsin0

2
22sin22sin

2

1
2 2

0

2

0

tttt . 

Пример 7. Вычислить интеграл 
 



3

1

52 1

16

x

xdx
. 

Решение. 

 











 


4

2

4

2

5

5

2

3

1

52
8

8

.43

;21

21

1

16
dtt

t

dt

tхесли

tхесли

анияинтегрировпределыИзменим

dtxdxtxзаменуВведём

x

xdx

в

н

 

16

1

16

2

64

2

2

2

4

22

4
8

44

4

2

4

4

2

4

























t

t
. 

Пример 8. Вычислить интеграл  

2

0
3cos2



x

dx
. 

Решение. 

    



































1

0

2

2
2

22

2

2

0 3
1

12
1

2

.1
2

;00

1

2
;

1

1
cos

2

3cos2

t

t
t

dt

txесли

tхесли

анияинтегрировпределыИзменим

t

dt
dx

t

t
x

x
tgtзаменуВведём

x

dx

в

н





 

5

1

5

2
0

5

1

5

2

55

2

5
2

3322
2

1

0

1

0

2

1

0

22
arctgarctgarctg

t
arctg

t

dt

tt

dt















  . 
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3.2 Интегрирование по частям 

Пусть  xuu   и  xvv   непрерывно дифференцируемые функции, тогда 

                                                          udvvduvud  .                                            (7) 

Проинтегрируем обе части (7) в пределах от a  до b  

                                                            

b

a

b

a

b

a

udvvduvud , 

или 

                                                          

b

a

b

a

b

a
udvvduvu . 

Таким образом, 

                                                       

b

a

b

a

b

a

vduuvudv                                               (8) 

Формула (8) носит название формулы интегрирования по частям опре-

деленного интеграла. 

Пример 9. Вычислить интеграл 


1

0

dxxe x . 

Решение. 

  



 







1

0

1

1

0

1

0

1

0

dxeedxexe
evdxedv

dxduxu
dxxe xxx

xx

x  

 
e

e

e
eeeeee x 22

112 1011
1

0

1 
  . 

Пример 10. Вычислить интеграл 
3

0

arctgxdx . 

Решение. 











 
3

0

2

3

0

2

3

0
1

1
x

xdx
arctgxx

xvdxdv

x

dx
duarctgxu

dxarctgx  

 
 






3

0

2

2
3

0 1

1

2

1

x

xd
arctgxx 

3

0

23

0
1ln

2

1
xarctgxx    1ln10ln

2

1
33arctg  

10ln
2

1
33  arctg . 
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Пример 11. Вычислить интеграл 
e

xdx
1

2ln . 

Решение. 






 

e
e

e

xdxxx

xvdxdv

dx
x

x
duxu

xdx
1

1

2

2

1

2 ln2ln

ln2
ln

ln  








xvdxdv

x

dx
duxu ln















 

e
ee

dxxxxx
1

11

2 ln2ln  

eeeeeeeeexxxxx
eee

 222ln2ln2ln2ln 2

000

2 . 

 

 

Практические задания 
Задание 1. Вычислить определённый интеграл 

1)    

1

0

22 1 dxx ; 
2)  

2

0

2cos



xdx ; 
3)  





0

4

2

24

1

133



dx
x

xx
; 

4)  dxe

x


3

0

3 ; 
5)   

2

0

cossin



xdxx ; 
6)  



9

4 1x

dx
; 

7)   

1

0
1xe

dx
; 8)  



1

0

dxxe x ; 
9)   

6

0

3cos



xdxx ; 

10)  
e

dx
x

x

1

3

ln
; 11)  

e

xdx
1

3ln ; 
12)   

2

0
3cos2



x

dx
; 

13)   

3

1

2xx

dx
; 14)  




1

1

2 22xx

dx
; 15)   

2

1

3xx

dx
; 

16)   

2

1

0

2

3

23xx

dxx
; 

17)  dxx 

4

0

216 ; 
18)  

2

6

3sin

cos





dx
x

x
. 
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Самостоятельная работа 
Задание 1. Вычислить определённый интеграл 

1)  


1

0

23 dxe x ; 2)   


2

0

2

2

2

5
dx

x

x
; 3)  

 


3

1

52 1

32

x

xdx
; 

4)   

3ln

2ln

xx ee

dx
; 5)  

 






2

2
cos1

sin

x

xdx
; 

6)  
2

0

sin



xdxx ; 

7)    

5

1

2ln dxxx ; 8)   

1

0
23xx

xdx
; 9)  

 


2

1

2
1xx

dx
; 

10)   
4

0

3cos5sin



xdxx ; 11)   

2

0

2sinsin56

cos



xx

xdx
; 

12)  dxxx 

3

0

22 9 . 

 

§4 НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Определение определённого интеграла было дано в предположении, что 

промежуток интегрирования  ba;  конечен и функция  xf  непрерывна на 

нём. Такой интеграл ещё называется собственным. Если хотя бы одно из 

условий не выполняется, то интеграл называется несобственным. Например 

                       


b

dxxf ;           


a

dxxf ;            




dxxf ;          

b

a
ax

dx
. 

 

4.1. Несобственные интегралы I рода  

(интегралы с бесконечными пределами) 

Пусть функция  xfy   непрерывна на  ;a , тогда несобственный 

интеграл определяется равенством 

                                   aFbFxFdxxfdxxf
b

b

ab

b

a
b

a






 limlimlim .                   (9) 

Если этот предел существует и конечен, то несобственный интеграл 

существует или говорят, что он сходится. Если же этот предел не существует 

или равен  , то говорят, что несобственный интеграл расходится. 
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Аналогично 

                   




b

a
a

b

dxxfdxxf lim                                                                            (10) 

                   









b

ab
a

dxxfdxxf lim    или        









c

c

dxxfdxxfdxxf ,                 (11) 

                                                                где с  - произвольное число. 

Пример 12. Вычислить интеграл 




0

24 x

dx
. 

Решение. 














 


 2
0lim

2

1

2
lim

2

1

4
lim

4

00

2

0

2

a
arctgarctg

x
arctg

x

dx

x

dx

a
a

a
a

a
 

  
422

1

2

1

2

1

2
lim

2

1 












arctgarctg

a
arctg

a
. 

Следовательно, несобственный интеграл сходится. 

Пример 13. Вычислить интеграл 
 







1
3

5

хx

dxх
 

Решение. 

 







1
3

5

хx

dxх
  












































b

b

b

b

x

x
dxххdxхx

1

3

1

3

2

0

5

4

3

1

1

5

4
15

2

3
lim5lim5  

b

b x
x

1

3

3 2 15

2

3
lim 











  


















 33

33 2

1

11
151

2

3
lim

b
b

b
. 

Следовательно, несобственный интеграл расходится. 

Пример 14. Вычислить интеграл 




0

2

dxxe x . 

Решение. 

   




















b

x

b

b

x

b

b

x

b

b

x

b

x exdedxxedxxedxxe
0

0

2

000

22222

lim
2

1
lim

2

1
2lim

2

1
lim  

 
2

1
10

2

1
1

1
lim

2

1
lim

2

1
2

2
0 














 





bbb e
ee

b

. 

Следовательно, несобственный интеграл сходится. 
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Пример 15. Вычислить интеграл 



 522 xx

dx
. 

Решение. 

   











 













b

ab
a

b

ab
a

b

ab
a x

dx

xx

dx

xx

dx

xx

dx

41
lim

412
lim

52
lim

52
2222

 

 
 








 




















  2

1

2

1
lim

2

1

2

1
lim

2

1

41

1
lim

2

a
arctg

b
arctg

x
arctg

x

xd

b
a

b

ab
a

b

ab
a

 

    
2

2
2

1

2

1 
 arctgarctgarctg . 

Следовательно, несобственный интеграл сходится. 

 

4.2. Несобственные интегралы II рода 

(интегралы от разрывных функций) 

Если функция  xfy   определена на  ba;  и имеет разрыв в точке 

bx  , то несобственный интеграл определяется равенством 

                                                    









b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim .                                     (12) 

Если этот предел существует и конечен, то несобственный интеграл 

существует или сходится. Если же этот предел не существует или равен  , то 

говорят, что несобственный интеграл расходится. 

Аналогично 

если функция  xfy   определена на  ba;  и имеет разрыв в точке ax  , то 

                                                    





b

a

b

a

dxxfdxxf


 0
lim ;                                      (13) 

если функция  xfy   определена на  ba;  и имеет разрыв в точке cx  , 

причем bca  , то 

                                                       

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf .                               (14) 

Пример 16. Вычислить интеграл 


2

0 2 x

dx
. 
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Решение. Подынтегральная функция терпит разрыв при 2x , тогда 

     

































2

0

2

1

0

2

0

2

1

0

2

0
0

2

0

22lim2lim
2

lim
2

xdxdxx
x

dx

x

dx
 

    222lim22lim2

2

1

2
lim

0

2

00

2

0

2

1

0

























x

x
. 

Следовательно, несобственный интеграл сходится. 

Пример 17. Вычислить интеграл 
2

1
ln xx

dx
. 

Решение. При 1x  функция 
xx

y
ln

1
  является разрывной, тогда 


2

1
ln xx

dx  
  







  








1lnln2lnlnlimlnlnlim
ln

ln
lim

ln
lim

0

2

10

2

1
0

2

1
0

x
x

xd

xx

dx
 

 2lnln1lnln2lnln . 

Следовательно, несобственный интеграл расходится. 

Пример 18. Вычислить интеграл 
 




6

2
3 2

4 x

dx
. 

Решение. Подынтегральная функция терпит разрыв при 4x . Для вычисле-

ния неопределённого интеграла отрезок  6,2  разделим на две части  точкой 

4x  и данный интеграл найдём как сумму двух несобственных интегралов. 

 




6

2
3 2

4 x

dx

 




4

2
3 2

4 x

dx

 




6

4
3 2

4 x

dx
    








  dxxdxx
3

2
6

4
0

3

2
4

2
0

4lim4lim







 

       








  xdxxdx 44lim44lim
3

2
6

4
0

3

2
4

2
0








   
















6

4

3

1

0

4

2

3

1

0

3

1

4
lim

3

1

4
lim









xx
 








6

4

3

0

4

2

3

0
4lim34lim3






xx       



33

0

33

0
2lim32lim3 


 

      


33

0

33

0
2lim32lim3 


    33333 2623232323  . 

Следовательно, несобственный интеграл сходится. 
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Практические задания 
 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл I рода 

1)  




0

24 x

dx
; 2)  



1

2x

dx
; 3)  



0

cos xdx ; 

4)  



0

21
dx

x

arctgx
; 5)  




 21 x

dx
; 6)  

 

0

2 8x

xdx
; 

7)  
 



1

45

4

1x

dxx
; 8)  




 522 xx

dx
; 9)  






2

3xx

dx
. 

 

 

Задание 3. Вычислить несобственный интеграл II рода 

1)  


5

1 5 x

dx
; 2)  




1

1
3 2

2 23
dx

x

x
; 3)  

 


5

3

2
3x

dx
; 

4)  
1

0

ln xdx ; 5)  
 




6

2
3 2

4 x

dx
; 6)  



3

2

3
29 x

dx
; 

7)  


e

xx

dx

1
4 ln

; 8)   

2

0

2 2xx

dx
; 

9)  
2

0
cos



x

dx
. 

 

Самостоятельная работа 
Задание 2. Вычислить несобственный интеграл I рода 

1)  


1
x

dx
; 2)  




0

2 9x

dx
; 

3)  


2

sin



xdx ; 

4)  




0

5 dxe x ; 5)  
 




 1
3 2

12x

dx
; 6)  







1
3

5
dx

xx

x
; 

7)  




dxxe x2 ; 8)  




0

sin xdxe x ; 9)  



 942 xx

dx
. 

 

Задание 3. Вычислить несобственный интеграл II рода 
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1)  


1

0
5 3

33 7
dx

x

xx
; 2)  



4

2 2x

xdx
; 3)  




0

2

2 1x

dx
; 

4)  
 


2

0

2
2x

dx
; 5)  




1

3

2 4x

xdx
; 

6)  
e

xx

dx

1

0

2ln
; 

7)  
2

0
sin



x

dx
; 

8)   

1

0

2 23xx

dx
; 

9)  


3

2

0
294 x

dx
. 

 

§5 ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЁННОГО  

ИНТЕГРАЛА 

5.1. Вычисление площадей плоских фигур 

Если криволинейная трапеция, ограниченна сверху непрерывной кри-

вой  xfy  , снизу осью OX , с боков прямыми ax   и bx    ba  , то  

 

 

Рис. 3 

      Если криволинейная трапеция, огра-

ниченна сверху непрерывной кривой 

 xfy  , снизу осью OX , с боков пря-

мыми ax  , bx  , причем ba  , то пло-

щадь криволинейной трапеции (рис. 3) 

вычисляется по формуле 

                         
b

a

dxxfS .                    (15) 

 

 

Рис. 4 

      Если криволинейная трапеция, огра-

ниченна снизу непрерывной кривой 

 xfy  , сверху осью OX , с боков пря-

мыми ax  , bx  , причем ba  , то пло-

щадь криволинейной трапеции (рис. 4) 

вычисляется по формуле 

                          
b

a

dxxfS                  (16) 
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или 

                          dxxfS

b

a

 .                  (17) 

 

 

Рис. 5 

    Если непрерывная кривая  xfy   пе-

ресекает ось OX  конечное число раз 

(рис. 5), то чтобы вычислить площадь 

фигуры надо  ba,  разбить на части, в 

пределах которых функция не меняет 

знак и применить соответствующую 

формулу (15), (16), (17) 

             

d

c

c

b

b

a

dxxfdxxfdxxfS        (18) 

 

Рис. 6 

          Площадь фигуры, ограниченной 

двумя непрерывными кривыми  xfy 1  

и  xfy 2 , причём    xfxf 21   и прямыми 

ax   и bx   (рис. 6) находится по фор-

муле 

                         

b

a

dxxfxfS 12 .          (19) 

 

Рис. 7 

      Если криволинейная трапеция, огра-

ниченна справа непрерывной кривой 

 yx  , слева осью OY , сверху и снизу 

прямыми cy  , dy  , причем dc  , то 

площадь криволинейной трапеции 

(рис.7) вычисляется по формуле 

                    
d

c

dyyS  .                      (20) 

       Если кривая задана параметрическими уравнениями 
 
 








ty

tx



 ,
, то площадь 
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криволинейной трапеции, ограниченной этой кривой, прямыми ax  , bx   и 

отрезком  ba,  оси OX , выражается формулой 

                                                          dtttS

t

t

 
2

1

 ,                                           (21) 

где 1t  и 2t  определяются из уравнений  1ta  ,  2tb   (   0t  при 21 ttt  ). 

 

Рис. 8. 

      Площадь криволинейного сектора, 

ограниченного кривой     и двумя 

полярными радиусами    и    (где 

  ) (рис. 8), вычисляется по формуле 

                     





dS  2

2

1
                   (22) 

 

Пример 19. Вычислить площадь фигуры ограниченной параболой 22 хху   

и осью OX . 

 

Рис. 9 

Решение. Парабола пересекает ось OX  в точках 

 0,0  и  0,2  (рис. 9) Следовательно, 

 
3

4

3

8
4

3
2

2

0

3
2

2

0

2 







 

x
xdxxхS   2ед  

Пример 20. Вычислить площадь фигуры ограниченной линиями 26 ху   и 

22  ху . 

 

Рис. 10 

Решение. Уравнению 26 ху   соответствует парабо-

ла с вершиной в точке  6,0 . Уравнению 22  ху  

соответствует парабола с вершиной в точке  2,0   

(рис. 10). Найдем абсциссы точек пересечения задан-

ных кривых 











2

6

2

2

ху

ху
       26 22  хх        21 х , 22 х . 
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Таким образом,         


2

2

2

2

2

22 4226 dxxdxxxS  

     




















33

2

2

3

22
3

1
2242

3
42

x
x

3

1
21

3

64

3

1648
216

3

1
162 











   2ед . 

Пример 21. Вычислить площадь фигуры ограниченной параболой 

562  xху  и осями координат. 

 

Рис. 11 

Решение. Парабола пересекает ось OX  в точках 

 0,1  и  0,5  (рис. 11). Следовательно, 

     
5

1

2

1

0

2 5656 dxxxdxxxS  




















5

1

2
3

1

0

2
3

53
3

53
3

xx
x

xx
x

 









 53

3

1
2575

3

125
53

3

1
 

13523952
3

117
52

3

124

3

7
   2ед . 

Пример 22. Вычислить площадь фигуры ограниченной одной аркой  

                     циклоиды 
 
 








tay

ttax

cos1

sin
 и осью OX . 

 

Рис. 12. Циклоида 

Решение. Циклоида – плоская кривая, 

которую описывает точка М окружности 

радиуса a, катящаяся без скольжения по 

прямой линии (рис. 12). 

Заметим, что данная кривая задана в па-

раметрическом виде, при этом ax 20  .  

Если 0x      0sin  tta    0t . 

Если ax 2      atta 2sin     2t . 

          dtttadttadttataydxS

a  2

0

22

2

0

22

2

0

2

0

coscos21cos1cos1cos1  

















 
 

 2

0

2

2

0

2 2cos
2

1

2

1
cos21

2

2cos1
cos21 dtttadt

t
ta  



22 

2

2

0

2

2

0

2 32sin
4

1
sin2

2

3
2cos

2

1
cos2

2

3
atttadttta 




















    2ед . 

Пример 23. Вычислить площадь фигуры ограниченной эллипсом  

                      








.sin

,cos

tby

tax
 

 

Рис. 13. Эллипс 

Решение. Т.к. эллипс, симметричен относи-

тельно осей координат (рис. 13), то достаточно 

вычислить площадь 
4

1
 части всей фигуры, а ре-

зультат умножить на 4.  

Данная кривая задана в параметрическом виде, при этом ax 20  . 

Если 0x    0cos ta    
2


t . 

Если ax     ata cos    0t . 

 



2

0

0

2

2

0

2

0
2

2cos1
4sin4)sin(sin44





dt
t

abtdtabdttatbydxS

a

 

  




ababttab 
















 0sinsin

4

1

22

1
42sin

4

1

2

1
4

2

0

  2ед . 

Пример 24. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривой  

                         3cosa   0a . 

 

Рис. 14. Трилистник 

Решение. Т.к. фигура состоит из трёх одина-

ковых «лепестков» (трёхлепестковая роза) 

(рис. 14), то достаточно вычислить площадь 
6

1
 

части всей фигуры, а результат умножить на 6. 

Если 0    03cos a    
6


  . 

Если a    aa 3cos    0 . 
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










 

6

0

2
6

0

2
6

0

22
6

0

2 6sin
6

1

2

3

2

6cos1
33cos3

2

1
6






 adadadS  

4

2a
   2ед . 

Пример 25. Вычислить площадь фигуры ограниченной кардиоидой 

                        cos1 a . 

 

 

Рис. 15. Кардиоида 

Решение. В силу симметрии кардиоиды (рис.15) 

достаточно вычислить площадь 
2

1
 части всей фи-

гуры, а результат умножить на 2. 

Если 0      0cos1  a      . 

Если a2      aa 2cos1      0 . 

     



0

22

0

22

0

2 coscos21cos1
2

1
2 dadadS  








 
 







0

2

2

2cos1
cos21 da 2

0

2

2

3
2sin

4

1
sin2

2

3
aa














   2ед . 

 

5.2 Объём тела вращения 

Если криволинейная трапеция, ограничена кривой  xfy   и прямыми 

ax  , bx   вращается вокруг оси OX , то объём тела вращения вычисляется 

по формуле 

                                                          dxxyV

b

a

ox  2                                              (23) 

Объём тела, образованного вращением криволинейной трапецией, 

ограниченной непрерывной кривой  ух  , прямыми су  , dу  , отрезком 

 dc,  на оси OY  вычисляется по формуле 

                                                        dyyV

d

c

oy  2                                              (24) 
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Если фигура, ограничена кривыми  xfy 11  ,  xfy 22  , причём 

   xfxf 21   и прямыми ax  , bx   вращается, вокруг оси OX , то объём тела 

вращения вычисляется по формуле 

                                                       dxxfxfV

b

a

ox  
2

1

2

2                                      (25) 

Объём тела, образованного вращением кривых  ух 11  ,  ух 22   

(    уу 21   ) и прямыми су  , dу   вокруг оси OY вычисляется по формуле 

                                                          dyууV

d

c

oy  
2

1

2

2                                     (26) 

Если криволинейная трапеция ограничена кривой, заданной парамет-

рическими уравнениями 
 

 







ty

tx




, где   t , то 

                                                   dtttVox  





 2                                             (27) 

                                                       dtttVoy  





 2                                             (28) 

Объём тела, полученного при вращении сектора, ограниченного кривой 

    и двумя полярными радиусами    и   , вокруг полярной оси, 

вычисляется по формуле   

                                                   




dV  sin
3

2 3 .                                            (29) 

Пример 26. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ  фи-

гуры, ограниченной кривыми 2ху  , 2ух  . 

 

Рис. 16. 

Решение. Тело образованное вращением вокруг 

оси ОХ  фигуры, ограниченной параболами, пред-

ставлено на рисунке 16. Найдем координаты 

(абсциссы) точек пересечения парабол из систе-

мы уравнений 

     










2

2

ух

ху
       4хх         04  хх      

           013 хх        01 х ,  12 х . 
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Применим формулу ( ) 

       
10

3

52

1

0

521

0

42

1

2

2 







 

xx
dxххdxxfxfV

b

a

ox   3ед . 

Пример 27. Вычислить объём тела, образованного вращением первой арки 

циклоиды 
 
 








tay

ttax

cos1

sin
 вокруг оси ОХ . 

Решение. Заметим, что данная кривая задана в параметрическом виде, при 

этом ax 20  . 

Если 0x      0sin  tta    0t . 

Если ax 2      atta 2sin     2t . 

          dttadttadttatadxyV

a

OX




2

0

33

2

0

33

2

0

22

2

0

2 cos1cos1cos1cos1  

    






 







2

0

2

0

2

0

2

2

0

323 2cos1
2

3
sin3coscos3cos31 dttttadtttta  

  





















 




2

0

23

2

0

2 sinsin12
2

3
2coscos tdtatdtt  

32

2

0

3
2

0

3 5
3

sin
sin5 a

t
ta 



















   3ед . 

 

5.3 Длина дуги плоской кривой 

Пусть в прямоугольных координатах дана плоская кривая АВ , уравне-

ние которой  xfy  , где bxa   и функция  xfy   имеет на  ba;  непре-

рывную производную  xf  . 

Определение. Длиной дуги АВ  называется предел, к которому стремится  

                         длина ломанной линии, вписанной в эту дугу, когда длина  

                        наибольшего звена стремиться к нулю 

                                       





n

l

i
x

ll
i 1

0max
lim .                                              
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Если кривая АВ  задана функцией  xfy   непрерывной вместе со своей 

производной на отрезке  ba; , длина этой кривой АВ  вычисляется по фор-

муле 

                                                       

b

a

dxxfl
2

1 .                                           (30) 

Если кривая АВ  задана функцией  yx   непрерывной вместе со своей 

производной на отрезке  dc; , длина этой кривой АВ  вычисляется по фор-

муле 

                                                         

d

c

dyyl
2

1  .                                           (31) 

Если кривая АВ  задана параметрическими уравнениями 

                
 

 







,

,

ty

tx




   причём   21 ttt  , то  

                                                
2

1

22

t

t

dtttl  .                                    (32) 

Если кривая АВ  задана уравнениям в полярной системе координат 

   ,   , то длина дуги АВ  вычисляется по формуле 

                                                 





 dl
22 .                                 (33) 

Пример   . Найти длину дуги полукубической параболы 32 xy   от начала ко-

ординат до т  8;4A . 

 

Рис. 17 

Решение. Кривая симметрична относительно оси OX  

(рис. 17), поэтому вычислим длину верхней части кривой 

и результат удвоим. Уравнение полукубической парабо-

лы имеет вид 32 xy   или 2

3

xy  . Дифференцируя уравне-

ние кривой, найдем 2

1

2

3
xy  . Применив формулу (30) по-

лучим 



27 


















 

4

0

34

0

4

0
4

9
1

3

2

9

8

4

9
1

4

9
1

9

8

4

9
12 xxdxdxxl  

   11010
27

16
191

27

16 3






    ед . 

Пример 29. Найти длину дуги астроиды 










,sin

,cos

3

3

tay

tax
 20  t , предполагая, 

что ba  . 

 

Рис. 18. Астроида 

Решение. В силу симметрии астроиды (рис. 

18) вычислим сначала 
4

1
 длины, а затем ре-

зультат умножим на 4. 

        Применяя формулу (32) получим 

    dtttattal
2

0

242242 cossin9sincos94



 

    dttttta
2

0

2222 sincoscossin12



  atatdtatdtta 62cos32sin6cossin12 2
0

2

0

2

0

 




 ед . 

Пример 30. Найти длину первого витка архимедовой спирали  a . 

 

Рис. 19. Спираль Архимеда 

Решение. Первый виток архимедовой спирали 

образуется при изменении полярного угла 

 20   (рис.19). Используя формулу (33) 

имеем 

     


dadaal

2

0

2

2

0

222 1  

   
















vddv

dduu
1

1
2

2

 

Рассмотрим решение последнего интеграла методом интегрирования 

по частям 
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
















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dduu
da 1

1
1 2

22

0

2 
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
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
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


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





2

0
2

22

0

2

1

11
1 da 
















 








2

0
2

2

0

2
2

0

2

1
11

d
da

















 








2

0
2

2

0

2
2

0

2

1
11

d
da   



daa

2

0

2
2

0

2 11

  


2

0

2 1ln
2

1
 . 

Выразим   












2

0

2
2

0

2

2

0

2 1ln
2

1
1

2

1
1 ada . 

Таким образом,  







  142ln

2

1
141 22

2

0

2 


adal   ед . 

 

Практические задания 
Задание 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

                    а)  2xy  , 22 xy  ; 

                    б)  21 xy  , 22  xy , 0x , 1x ; 

                    в)  xy 2sin , 1y , 
2


x , 

24


 x ; 

                    г)  xy cos , 
2

x
y  , 0x , 

2

3
x . 

Задание 5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

                    а)  астроидой 










,sin

,cos

3

3

tay

tax
; 

                    б)  










,sincos

,cossin

2

2

ttay

ttax
  

2
0


 x ; 

                    в)  первым витком спирали Архимеда  а , 0a  

                         и полярной осью; 

                    г)  лемнискатой  2cos22  . 
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Задание 6. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ  фи-

гуры ограниченной линиями 

                   а)  32 1 ху ,  2х ; 

                   б) 1
2

2


х

у , 0х , 2х . 

Задание 7. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОУ  фи-

гуры ограниченной линиями 

                   а) 
х

у
4

 ,  1х ,  4х ; 

                   б) xу arcsin , 0y , 
2


y . 

Задание 8. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ  

                   а) астроиды 










,sin

,cos

3

3

tay

tаx
; 

                   б) кривой  








,sin

,1sin

3 ty

tx
  0x ,  0у ,  10  x . 

Задание 9. Найти длину дуги  

                   а) кривой xy cosln  от 0x  до 
6


x ; 

                   б) кривой 










,2

,

2

3

ty

ttx
  30  t ; 

                   в) кардиоиды   cos1 a , 0a ; 

                   г) первой арки циклоиды 
 

 







.cos1

,sin

tay

ttax
 

 

Самостоятельная работа 

Задание 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

                   а) xу ln , 0y , 2x , 10x ; 

                   б) 032  yx , 01 yx ; 

                   в) 
 












,3
3

,

2

2

t
t

y

tx

   между точками пересечения с осью OX ; 
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                   г) одним лепестком кривой  3sin5 . 

Задание 5. Найти объём тела вращения, ограниченного линиями 

                   а) 22 xxy   и 2 xy вокруг оси OX ; 

                   б) 12  ху , ху  , 0х , 1х , вокруг оси ОУ ; 

                   в) верхней половиной эллипса 








,sin2

,cos3

ty

tx
  0х ,  0у ,  

                       вокруг оси ОУ . 

Задание 6. Найти длину дуги 

                   а) кривой xey  2 , 8ln3ln  x ; 

                   б) кривой 
















,
6

,
4

4

6

4

t
y

t
x

  20  t ; 

                   в) кривой  3

4

2



 е ,  
22





 . 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ  

(ТИПОВОГО РАСЧЕТА) 

ВАРИАНТ 1 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   dxxx 

4

0

22 16 ; 
2)    

6

0

cos



xdxx ; 
3)    

1

0

2 54xx

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл     

3

0

2

2cos34



dx
x

xtg
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривой  2cosa . 

Задание 4. Найти объём тела вращения, образованного вращением фигуры, 

ограниченной синусоидой xу sin  и отрезком  x0  оси OX  вокруг: а) оси 

OX ; в) оси OY . 

Задание 5. Найти длину дуги 
 

 







ty

ttx

cos15

sin5
  t0 . 
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ВАРИАНТ 2 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   
 

6

1
3 21 x

dx
; 2)    

1

0

2 )1ln( dxxx ; 3)   xdxx 62

2

8 cossin2 




. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 




0

dxex x . 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривой a . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фи-

гуры, ограниченной кривой 
4

2 3
2 xx

y


 . 

Задание 5. Найти длину дуги 
 

 







tty

ttx

2sinsin23

2coscos23
 20  t . 

 

ВАРИАНТ 3 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   dxxx 

1

0

22 1 ; 2)    


2

1

3

3

4

1
dx

xx

x
; 3)    





2

88 cos2 xdx . 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 



 222 xx

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной частью спирали  

                     ba  ,  0a  при   2;0 . 

Задание 4. Вычислить объём тела, полученного от вращения вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной осью ОУ, синусоидой и косинусоидой (
2

0


 x ). 

Задание 5. Найти длину дуги  
 

 







ttty

tttx

cossin4

sincos4
 20  t . 

 

ВАРИАНТ 4 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 
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1)    

4

0

216 dxx ; 2)    

3

2

23 376 xxx

dx
; 

3)    

4

0

2

42cos2

sin6



dx
x

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


2

1 1x

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   32 2  xxy ;     342  xxy . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фи-

гуры, ограниченной кривой 32 )1(  xy  и прямой х = 2. 

Задание 5. Найти длину дуги  










ty

tx

3

3

sin10

cos10
 

2
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 5 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   


4

0 1 x

dx
; 2)    

1

0
)12)(1( xx

xdx
; 3)   




2

1
2 2

13
dx

xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


2
32 )3(x

xdx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривой  32 4 xy   и 

прямой  0x . 

Задание 4. Определить объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ  

фигуры, ограниченной кривой ctgxу  , 
24


 x . 

Задание 5. Найти длину дуги  
 

 







ty

ttx

cos13

sin3
 20  t . 

 

ВАРИАНТ 6 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   


8

1
33 2 )1( xx

dx
; 2)    

1

0

22

2

)4()2( xx

dxx
; 3)   



1

0
2 310xx

dx
. 
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Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


6

2
3 2)4( x

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривой 32 xy   и пря-

мыми 8y ;  0x . 

Задание 4.  Найти объём тела, образованного вращением криволинейной 

трапеции вокруг оси ОХ , ограниченной кривыми 
x

y
1

 , 1x , ( )1x  0y . 

Задание 5. Найти длину дуги  
 

 







ttty

tttx

cossin3

sincos3
  

3
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 7 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   




0

2

1 122 x

xdx
; 2)   dx

xx

xx
 


4

3

3

45

4

8
; 3)    


1

0

2 72

32
dx

xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл dxex x





0

2 3

. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   xxy 42  ;  4 xy . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры, ограничен-

ной кривой   226 хух  ;   40  х   вокруг оси ОХ. 

Задание 5. Найти длину дуги     










ty

tx

3

3

sin6

cos6
 

3
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 8 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   dx
e

ee
x

xx

 


5ln

0
3

1
; 2)   dx

xxx

xx
 


2

1

2

2

)12(

23
; 3)    


1

0

2 544

14
dx

xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 






0

2 22

2
dx

xx

x
. 
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Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной параболой 422  ху  и 

прямой 0х . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ, ограниченной параболой 22 xxy   и прямой 2 xy . 

Задание 5. Найти длину дуги  
 

 







ttty

tttx

cossin6

sincos6
   t0 . 

 

ВАРИАНТ 9 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)    

5

0

22 25 dxxx ; 2)    

3

2

2 )1(xx

dx
; 3)   




2

1
2 136

43
dx

xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 
e

xx

dx

1
4 ln

. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривой 24 ху   и 

осью ОХ . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми 21 ху  ;  0х ;  2 ух ;  1х . 

Задание 5. Найти длину дуги   
 

 







ty

ttx

cos12

sin2
 

2
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 10 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   dx
x

x





9

4 1

1
; 2)    

2

1

22 )1()1( xx

dx
; 3)    


1

0

2 12

1

xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 



1

2 134xx

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                    2ху  ;    22 ху  . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми 3ху  ;  ху  . 

Задание 5. Найти длину дуги  2cosa . 
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ВАРИАНТ 11 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)    

1

0

24 dxx ; 2)   


1

0

dxex x ; 3)   


1

0
2 14xx

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


1 72x

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                     2
1 ху ;    12  ху . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми  xу sin3 ;  xу sin ;   x0 . 

Задание 5. Найти длину дуги  










ty

tx

3

3

sin8

cos8
  

6
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 12 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   


2

3

0
2

2

9 x

dxx
; 2)    

2

0

2 2cos



xdxx ; 
3)   



1

0
2 136xx

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл  

2

0

2 34xx

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   22 8 хху  ;   0у ;   220  x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми  652  xxy ;  0y . 

Задание 5. Найти длину дуги   
 

 







ty

ttx

cos14

sin4
 

3

2

2


 t . 

 

ВАРИАНТ 13 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 
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1)   


2

1 )1( xx

dx
; 2)    

2

0

2 dxex x ; 3)    

1

0

2 134 xx

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


0
3 2 1x

xdx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   24 хху  ;   0у ;   20  x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми  xy cos5 ;  xy cos ;  0x ;  0x . 

Задание 5. Найти длину дуги  
 

 







ty

ttx

cos15,2

sin5,2
 


 t2 . 

 

ВАРИАНТ 14 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   


9

2
3 1x

xdx
; 2)    



0

3 sin xdxx ; 3)   


1

0
2 18xx

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


4

0
3 2)3(x

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                    2
1 xy ; 12  xy . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми  22 xxy  ;  042 2  yxx . 

Задание 5. Найти длину дуги   3cos3 . 

 

ВАРИАНТ 15 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  


1

0
2

2

4 x

dxx
; 

2)   
2

0

2sin



xdxx ; 
3)  





0

1

2 22

2
dx

xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 



5

2 178xx

dx
. 
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Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                    24 xy  ;   xxy 22  . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной кривыми   21 xy ;  1y . 

Задание 5. Найти длину дуги   
 

 







tty

ttx

2sinsin22

2coscos22
 

3
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 16 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   

3

1

23 1dxxx ; 
2)  

3

3

0

arcsin xdx ; 
3)   

2

1

2 52xx

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 



0

2 42xx

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                  24 xy  ; 0y ;  0x ;  1x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной кривыми 12  xy ;  xy  ;  0x ;  1x . 

Задание 5. Найти длину дуги  cos2ab  . 

 

ВАРИАНТ 17 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  


2

1

0
22 1)1( xx

dx
; 

2)   

3

2

23 )1(xx

dx
; 3)   


1

0

2 52

2
dx

xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


3

0
29 x

xdx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   
12 


x

x
y ;  0y ;  0x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной кривыми   21 xy ;  0x ;  0y ;  2x . 
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Задание 5. Найти длину дуги  
 

 







ttty

tttx

cossin8

sincos8
  

4
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 18 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  


2

0
22 4)4( xx

dx
; 2)   

4

3

2

3

)1)(1( xx

dxx
; 

3)   

2

0
sin2

sin



x

xdx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


10

2
3 2)2(x

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   xey  ;  xey  ; 1x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной кривыми  3xy  ;   2xy  . 

Задание 5. Найти длину дуги   










ty

tx

3

3

sin4

cos4
  

46


 t . 

 

ВАРИАНТ 19 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  dx
x

x






1

3

5

3

531

253
; 2)   

5

4

22 )2()1( xx

dx
; 3)   

1

0

2 1xx

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 
 

7

1
3 7 x

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                     32 xy ; 84  xy . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной параболой  122  xxy  и прямыми 2x ;  0y . 

Задание 5. Найти длину дуги  
 

 







tty

ttx

2sinsin24

2coscos24
  t0 . 
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ВАРИАНТ 20 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  dxxx




3

3

22 9 ; 
2)   

6

0

3cos



xdxx ; 3)   

2

0
sin35

sin



x

xdx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 



e

xx

dx
2)(ln

. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   24 yx  ;  yyx 22  . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной кривыми  22  xy ;  0y ;  3xy  ;  1y . 

Задание 5. Найти длину дуги кривой   4

3

3



 e ;   
22





 . 

 

ВАРИАНТ 21 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  


9

4 1x

dxx
; 2)  

3

1

2 ln xdxx ; 
3)   

3

2

0
sincos1

sin1



xx

x
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


e

xx

dx

1 ln
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   236 xxy  ;  0y ;  60  x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной кривыми  3ху  ;   ху  . 

Задание 5. Найти длину дуги  
3

sin 3        
2

0


  . 

 

ВАРИАНТ 22 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  dxxx 

5

0

22 25 ; 2)  
1

0

arctgxdx ; 
3)   

2

0
cossin1



xx

dx
. 
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Задание 2. Вычислить несобственный интеграл: 


2

0
24 x

xdx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                    32 yx ; 84  yx . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной линиями 1 ху ;  0у ;  1у ;  5,0х . 

Задание 5. Найти длину дуги 
 

 







ttty

tttx

cossin2

sincos2
  

2
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 23 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  
 22

4

16)16( xx

dxx
; 2)  

3

1

ln xdx ; 
3)   

2

0
sincos1

sin



xx

xdx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 



0

22 )1( x

xdx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                     21 xy ;   12  xy . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми  3 2 yx ;  1x ;   1y . 

Задание 5. Найти длину дуги   5

12

6



 e     
22





 . 

 

ВАРИАНТ 24 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  dx
x

x



2

1

4

2 1
; 2)   

4

0

2 dxex x ; 
3)   

2

0
cos45

cos



x

xdx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 




2

1

2 2xx

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   22 16 xxy  ;  0y ;  40  x . 
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Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ , ограниченной кривыми xy ln ;  2x ;  0y . 

Задание 5. Найти длину дуги    sin13      0
6

 


. 

 

ВАРИАНТ 25 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  


1

0
24 x

dx
; 2)  dx

x

x
e


1

2

ln
; 

3)   

2

0
cos2



x

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


2

4ln
e

xx

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                    
21

1

x
y


 ,  2

2

1
xy  . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ  фи-

гуры, ограниченной кривыми xexy  , 1x , 0y . 

Задание 5. Найти длину дуги   cos1 а  

 

ВАРИАНТ 26 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  
 

1

1 45 x

xdx
; 2)   

2

1

ln xdxx ; 
3)   

2

0
cos2

cos



x

xdx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл  

1

0

3 ln xdxx . 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   xy 92  ,   2 xy . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ  фи-

гуры, ограниченной кривыми 2

4

1
xy  , 3

8

1
xy  . 

Задание 5. Найти длину дуги 











1

2

1
,  31  . 
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ВАРИАНТ 27 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   

1

0

xx ee

dx
; 2)   

3

2
)2)(1( xx

xdx
; 

3)   

2

3

cossin1

cos



 xx

xdx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл  

3

1

3)2(x

xdx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   0x ,  2x ,  xy 2 ,  22 xxy  . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОХ  фи-

гуры, ограниченной кривыми 42 xy  ,  2xy  . 

Задание 5. Найти длину дуги 



cos1


а

,  
2


  . 

 

ВАРИАНТ 28 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)   

1

0

24 dxx ; 2)   

3

2

3 1x

xdx
; 

3)  
4

0

4cos



x

dx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 
 

2

1
3 1x

dx
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                  22 16 xxy  ;   0y ;   40  x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ОУ  фи-

гуры, ограниченной кривыми 23 xу  ,  xy 2 , 0y . 

Задание 5. Найти длину дуги кривой x
x

y ln
2

1

4

2

 ,  ex 1 . 
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ВАРИАНТ 29 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  dx
x

x
 

3

0
1

; 2)   

2

1

31 x

dx
; 

3)   

2

0
sincos1

cos



xx

xdx
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл dxex x





0

2

. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                   22 xxy  ; xy  . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОУ ограниченной кривыми 3ху  ;  ху  . 

Задание 5. Найти длину дуги 
 

 







ty

ttx

cos12

sin2
 

2
0


 t . 

 

ВАРИАНТ 30 

Задание 1. Вычислить определённый интеграл: 

1)  


16

0 9 xx

dx
; 2)   

1

0

23

2

485 xxx

dxx
; 

3)   

3

0

2

2cos34



dx
x

xtg
. 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 


2

ln
dx

x

x
. 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры ограниченной кривыми 

                    29 xxy  ; 0y ;  30  x . 

Задание 4. Найти объём тела, образованного вращением фигуры вокруг оси 

ОХ ограниченной кривыми ххеу  ,  1х , 0у . 

Задание 5. Найти длину дуги  2sin2 . 
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