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ВВЕДЕНИЕ 

 

Управление и планирование являются наиболее сложными функция-

ми в работе предприятий, фирм, служб администраций всех уровней. Долгое 

время они являлись монополией человека с соответствующей подготовкой и 

опытом работы. Совершенствование науки, техники, разделение труда 

усложнили принятие решений в управлении и планировании. Принятие от-

ветственных решений, как правило, связано с большими материальными 

ценностями. В настоящее время недостаточно знать путь, ведущий к дости-

жению цели. Необходимо из всех возможных путей выбрать наиболее эко-

номичный, который наилучшим образом соответствует поставленной задаче. 

Появление персональных компьютеров создало огромные возможно-

сти для развития науки, совершенствования методов управления производ-

ством. Однако без строгих формулировок задач, без математического описа-

ния процессов современный уровень управления и планирования не может 

быть достигнут. 

На практике часто приходится сталкиваться с ситуациями, в которых 

необходимо принимать решения при наличии двух или более сторон, имею-

щих различные цели. Результаты любого действия каждой из сторон зависят 

от решений партнеров. В экономике подобные ситуации встречаются до-

вольно часто. Для решения задач с конфликтными ситуациями используют 

математические методы теории игр.  

Цель изучения систем массового обслуживания (СМО) состоит в том, 

чтобы взять под контроль некоторые характеристики системы, установить 

зависимость между числом обслуживаемых единиц и качеством обслужива-

ния. Качество обслуживания тем выше, чем больше число обслуживающих 

единиц. Но экономически невыгодно иметь лишние обслуживающие едини-

цы. Для проведения оптимизации системы в целом применяют методы тео-

рии систем массового обслуживания. 

Рассмотрение моделей управления запасами преследует цель выбора 

для предприятий оптимальных расходов на доставку, хранение комплектую-

щих материалов и ресурсов, необходимых для изготовления изделий.  
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ГЛАВА 1 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ИГР 

 

1.1 Основные понятия 

Теория игр – метод моделирования оценки воздействия принятого ре-

шения на конкурентов. 

Теорию игр изначально разработали военные с тем, чтобы в стратегии 

можно было учесть возможные действия противника. В бизнесе игровые мо-

дели используются для прогнозирования реакции конкурентов на изменение 

цен, новые компании поддержки сбыта, предложения дополнительного об-

служивания, модификацию и освоение новой продукции.  

Первую попытку создать математическую теорию игр предпринял в 

1921 г. Э.Борель. Как самостоятельная область науки впервые теория игр бы-

ла изложена в монографии Дж.фон Неймана и О.Моргенштерна «Теория игр 

и экономическое поведение» в 1944 г. С тех пор многие разделы экономиче-

ской теории (например, теория несовершенной конкуренции, теория эконо-

мического стимулирования и др.) развивались в тесном контакте с теорией 

игр.  

Игра - это математическая модель коллективного поведения несколь-

ких лиц (игроков), интересы которых различны, что и порождает конфликт.  

Примерами конфликтной ситуации являются ситуации, складываю-

щиеся во взаимоотношениях покупателя и продавца; в условиях конкуренции 

различных фирм; в ходе боевых действий и др. Примерами игр являются и 

обычные игры: шахматы, шашки, карточные, салонные и др. 

Теория игр - это математическая теория конфликтных ситуаций. 

Цель теории игр - определение оптимальных стратегий поведения иг-

роков. 

От реального конфликта игра отличается тем, что ведется по опреде-

ленным правилам, которые устанавливают последовательность ходов, вы-

полняемых игроками одновременно или последовательно. 
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Ходы бывают личными и случайными. Ход называется личным, если 

игрок сознательно выбирает его из совокупности возможных вариантов дей-

ствий и осуществляет его (например, любой ход в шахматной игре). Ход 

называется случайным, если его выбор производится не игроком, а каким-

либо механизмом случайного выбора (например, по результатам бросания 

монеты). 

Совокупность ходов, предпринятых игроками от начала до окончания 

игры, называется партией. 

Одним из основных понятий теории игр является понятие стратегии. 

Стратегией игрока называется совокупность правил, определяющих выбор 

варианта действий при каждом личном ходе в зависимости от ситуации, сло-

жившейся в процессе игры.  

Стратегия игрока называется оптимальной, если она обеспечивает 

данному игроку при многократном повторении игры максимально возмож-

ный средний выигрыш или минимально возможный средний проигрыш, 

независимо от того, какие стратегии применяет противник.  

Конечная парная игра с нулевой суммой называется матричной иг-

рой. Такая игра описывается платежной матрицей, в которой задаются выиг-

рыши первого игрока. Номер строки матрицы соответствует номеру приме-

няемой стратегии первого игрока, столбец - номеру применяемой стратегии 

второго игрока; на пересечении строки и столбца находится соответствую-

щий выигрыш первого игрока (проигрыш второго игрока). 

 

1.2 Матричные игры 

1.2.1.Чистые и смешанные стратегии 

Наибольшее практическое значение имеют парные игры. Поэтому 

рассмотрим только их. Участников игры обозначают через А и В.  

Игра называется с нулевой суммой, если один игрок выигрывает 

столько, сколько второй проигрывает в той же партии. 
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Каждая фиксированная стратегия, которую может выбрать игрок, 

называется его чистой стратегией.  

Оптимальной стратегией игрока в матричной игре называется такая, 

которая обеспечивает ему максимальный выигрыш. Если игра повторяется 

неоднократно, то оптимальная стратегия должна обеспечивать максималь-

ный средний выигрыш. 

Для выбора оптимальной стратегии используют принцип максимина, 

который предполагает выбор той стратегии, при которой минимальный вы-

игрыш для различных стратегий максимален. Данный принцип является ос-

новным принципом теории матричных игр. 

Для пояснения принципа максимина рассмотрим пример матричной 

игры с платежной матрицей, приведенной на рисунке 1.2.1. 

Пример 1. 

 

Рис. 1.2.1 

Какой стратегией игроку А воспользоваться? Есть выигрыш 12, при 

применении стратегии А3. Но при этом противник может выбрать стратегию 

В3, и игрок А получит выигрыш, равный всего трем. 

Для определения оптимальной стратегии в соответствии с принципом 

максимина, запишем в правом добавочном столбце платежной матрицы ми-

нимальное значение i в каждой строке (минимум строки). Из всех значений 

i (правый столбец) выделим наибольшее. Ему соответствует стратегия А4. 
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При выборе этой стратегии при любом поведении противника выигрыш бу-

дет не менее пяти. 

Эта величина - гарантированный выигрыш. Он называется нижней 

ценой игры (или «максимином» - максимальный из минимальных выигры-

шей). Будем обозначать его . В данном примере  = 
ji
minmax aij =5. 

Выбирая стратегию игрока В, он хотел бы отдать поменьше, но дол-

жен рассчитывать на наихудшее для него поведение игрока А. 

Припишем к платежной матрице (рис.1.2.1) нижнюю строку и в ней 

запишем наихудшее для игрока В возможные результаты (максимумы столб-

цов j. 

Очевидно, осторожный противник должен выбрать стратегию, при 

которой величина j минимальна. Эта величина называется верхней ценой иг-

ры (или «минимаксом» - минимальный из максимальных проигрышей). Бу-

дем обозначать ее . В нашем примере  = min max
j i

aij = 7. 

Итак, исходя из принципа осторожности, игрок А должен выбрать 

стратегию А4, а его противник - В3. Такие стратегии называются максимин-

ными или минимаксными стратегиями (вытекающие из принципа максими-

на). 

До тех пор, пока обе стороны в примере будут придерживаться своих 

максиминных стратегий, выигрыш игрока А и проигрыш игрока В будет ра-

вен а43=5. 

Нижняя цена игры никогда не превосходит верхней цены игры , 

т.е. 

.minmaxmaxmin ij
ji

ij
ij

aa   

Случай =, соответствует наличию у платежной матрицы так назы-

ваемой седловой точки. 

То есть, если игра имеет седловую точку, то выполняется следующее 

равенство:  

.minmaxmaxmin ij
ji

ij
ij

aa   
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Пример 2. Найти решение игры, платежная матрица которой имеет следую-

щий вид: 

 

Определим ij
j

i amin  и ij
i

j amax и запишем их в таблицу. 

Нижняя цена игры .0minmaxmax  ij
ji

i
i

a  

Верхняя цена игры .0maxminmin  ij
ij

j
j

a  

Так как ==0, то платежная матрица и матричная игра имеют седло-

вую точку. Оптимальными стратегиями для игрока А является стратегия А3, а 

для игрока В - В3. 

Легко заметить, что отклонение игрока А от оптимальной стратегии 

приводит к уменьшению его выигрыша, а одностороннее отклонение игрока 

В - к увеличению его проигрыша. 

Могут встречаться случаи, когда платежная матрица имеет несколько 

седловых точек, однако это не изменит характера решений, поскольку все си-

туации равновесия имеют одну и ту же цену, а следовательно, эквиваленты. 

Стратегии, при котором выполняется равенство нижней и верхней це-

ны игры, называются оптимальными чистыми стратегиями, а их совокуп-

ность - решением игры. Игра в этом случае решается в чистых стратегиях. 

Величина ,   называется ценой игры. 

Если 0, то игра выгодна для игрока А, если 0 - для игрока В; при 

=0 игра справедлива, т.е. является одинаково выгодной для обоих участни-

ков. 
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Пример 3. Найти решение игры, платежная матрица которой имеет вид: 

 

Определим i и j и запишем их в таблицу. 

Находим нижнюю и верхнюю цену игры: 6max  i
i
 ; 6min  j

j
 .  

Видно, что игра имеет четыре седловые точки с соответствующими 

парами оптимальных стратегий: А1В2; А1В4; А3В2 и А3В4. Цена игры равна 6. 

При этом необходимо отметить, что в данной игре принцип максими-

на используется обоими игроками. 

Игры, которые имеют седловую точку, решаются в чистых стратегиях 

и называются играми с полной информацией. 

Большинство матричных игр, не имеет седловой точки, а следова-

тельно, не имеет оптимальных чистых стратегий.  

Возникает вопрос: как найти решение игры, платежная матрица кото-

рой не имеет седловой точки? Поиск такого решения приводит к необходи-

мости применять смешанные стратегии: чередовать чистые стратегии с ка-

кими-то частотами. 

Случайная величина, значениями которой являются чистые стратегии 

игрока, называется его смешанной стратегией. 

Таким образом, задание смешанной стратегии игрока состоит в указа-

нии тех вероятностей, с которыми выбираются его чистые стратегии. 

Будем обозначать смешанные стратегии игроков А и В соответственно 

S A = | | p 1 ,  p 2 ,  . . . ,  p m | | ,  

S B = | | q 1 ,  q 2 ,  . . . ,  q n | | ,  

где pi - вероятность применения игроком А чистой стратегии Аі; pi
i

m



 
1

1; 
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qj - вероятность применения игроком В чистой стратегии Bj; q j
j

n



 
1

1. 

В частном случае, когда все вероятности, кроме одной, равны нулю, а 

эта одна - единице, смешанная стратегия превращается в чистую. 

Применение смешанных стратегий осуществляется таким образом: 

игра повторяется много раз, но в каждой партии игрок применяет различные 

чистые стратегии с относительными частотами их применения, равными pi и 

qj. 

Если игрок А применяет смешанную стратегию S A = | | p 1 ,  p 2 ,  . . . ,  

p m | | ,  а игрок В смешанную стратегию S B = | | q 1 ,  q 2 ,  . . . ,  q n | | ,  то средний 

выигрыш (математическое ожидание) игрока А определяется соотношением 

a
ij
p q

j

n

i j
i

m


 
11

 

Естественно, что ожидаемый проигрыш игрока В равен такой же ве-

личине. 

Итак, если матричная игра не имеет седловой точки, то игрок должен 

использовать оптимальную смешанную стратегию, которая обеспечит мак-

симальный выигрыш . 

1.2.2 Решение матричной игры (2х2) 

Пусть матричная игра имеет платежную матрицу 

 

Предположим, что игра не имеет седловой точки, т.е. .  

Игра имеет оптимальное решение в смешанных стратегиях: S A = | | p 1 ,  

p 2 | |  и  S B = | | q 1 ,  q 2 | | ,  где вероятности применения (относительные частоты 

применения) чистых стратегий удовлетворяют соотношениям 

                                  121  pp ;                              (1.2.1) 
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                                  121  qq .                              (1.2.2) 

Оптимальная смешанная стратегия обладает тем свойством, что обес-

печивает игроку максимальный средний выигрыш, равный цене игры , неза-

висимо от того, какие действия предпринимает другой игрок, если тот не вы-

ходит за пределы своих активных стратегий. В частности, если игрок А ис-

пользует свою оптимальную смешанную стратегию, а игрок В - свою чистую 

активную стратегию В1, то цена игры  равна 

                                 221111 papa ,                        (1.2.3) 

а при использовании игроком В чистой активной стратегии В2, выигрыш бу-

дет равен 

                                 222112 papa .                        (1.2.4) 

Уравнения (1.2.1), (1.2.3) и (1.2.4) образуют систему трех линейных 

алгебраических уравнений с тремя неизвестным: р 1 ,  р 2  и   .  

Решая ее, легко находим, что 

                                       
12212211

2122
1

aaaa

aa
p




 .                                 (1.2.5) 

                                       p
a a

a a a a
2

11 12

11 22 21 12




  
.                                  (1.2.6) 

                                        


  

a a a a

a a a a

11 22 12 21

11 22 21 12

.                                   (1.2.7) 

Если игрок В использует свою оптимальную смешанную стартегию, а 

игрок А - свою чистую активную стратегию А1, то цена игры  равна 

                               212111 qaqa ,                          (1.2.8) 

а при использовании игроком А чистой активной стратегии А2, выигрыш бу-

дет равен    

                               222121 qaqa .                        (1.2.9) 

Уравнения (1.2.2), (1.2.8) и (1.2.9) образует систему трех линейных ал-

гебраических уравнений с тремя неизвестными: q 1 ;  q 2  и   .  

Решая  ее, легко находим, что  
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                                           q
a a

a a a a1

22 12

11 22 21 12




  
.                              (1.2.10) 

                                          q
a a

a a a a2

11 21

11 22 21 12




  
.                             (1.2.11) 

                                           


  

a a a a

a a a a

11 22 12 21

11 22 21 12

.                             (1.2.12) 

Естественно, что в обоих случаях цена игры (выражения (1.2.7) и 

(1.2.12)) получилась одна и та же. 

Чтобы соотношения (1.2.5), (1.2.6), (1.2.7), (1.2.10), (1.2.11), (1.2.12) 

имели смысл, необходимо потребовать, чтобы 





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
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или 





















.0
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1222

1211
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Тогда 0<p1<1;  0<p2<1;  0<q1<1;  0<q2<1. 

Нетрудно заметить, что в этих неравенствах отражено предположение 

об отсутствии в  рассматриваемой игре седловой точки. Действительно, ни 

один из четырех выигрышей а11, а12, а21, а22 не может удовлетворить этим не-

равенствам, будучи минимальным в своей строке и максимальным в своем 

столбце. 

Решения системы уравнений (1.2.5), (1.2.6), (1.2.7) и (1.2.10), (1.2.11), 

(1.2.12), полученные алгебраическим методом, удобно получать и графиче-

ским методом (рисунок 1.2.2). Для нахождения вероятностей р1, р2 и цены 

игры v в прямоугольной системе координат по оси абсцисс откладывается 

вероятность р1[0,1], а по оси ординат - соответствующие этой вероятности - 

выигрыши игрока А. 
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При р1=0, игрок А применяет чистую стратегию А2. Если при этом иг-

рок В применяет чистую стратегию В1, то выигрыш игрока А равен а21 (урав-

нение (1.2.3)), а если игрок В применяет чистую стратегию В2, то выигрыш 

игрока А равен а22 (уравнение (1.2.4)). При р1=1, игрок А применяет чистую 

стратегию А1. 

 

Рис. 1.2.2 

Если при этом игрок В применяет чистую стратегию В1, то выигрыш 

игрока А равен а11, а при применении чистой стратегии В2 - а12. Так как зна-

чения р1 лежат в пределах [0,1], то соединяя крайние точки для стратегий В1 

и В2 (строя графики функций vА=(a11-a21)p1+a22 и vА=(a12-a22)p1+a22), получаем 

значения выигрышей игрока А для всех промежуточных значений р1. 

В соответствии с принципом максимина, игрок А должен выбрать та-

кую смешанную стратегию, при которой его минимальный выигрыш макси-

мален. Точка N пересечения отрезков прямых (рисунок 1.2.2) и определяет 

как оптимальную цену игры vopt, так и оптимальные вероятности p1opt и 

p2opt=1-p1opt, соответствующие оптимальной смешанной стратегии игрока А, 

т.е. дает решения системы уравнений (1.2.1), (1.2.3), (1.2.4). 

Для графического решения системы уравнений (1.2.2), (1.2.8), (1.2.9) 

отложим по оси абсцисс вероятность q1[0,1], а по оси ординат соответству-

ющие этой вероятности выигрыши игрока В: 

vA

a22

vopt

a21

0
p1opt 1

B2 B1

N

a11

a12

p1

p2=1-p1

vA
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                                            vВ=(a11-a12)q1+a12;                               (1.2.13) 

                                            vВ=(a21-a22)q1+a22.                              (1.2.14) 

 

Рис. 1.2.3 

Решением являются координат точки М пересечения прямых, описы-

ваемых уравнений (1.2.13) и (1.2.14): q1opt; q2opt=1-q1opt    и  vopt. 

Это же следует и из принципа максимина, в соответствии с которым 

игрок В должен выбрать такую смешанную стратегию, при которой его мак-

симальный проигрыш будет минимальным. 

Для игры (2х2) с седловой точкой геометрическая интерпретация ре-

шения представлена на рисунке 1.2.4. 

 

Рис. 1.2.4 
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a22
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0
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a22
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a11
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Стратегия В2 игрока В является для него явно невыгодной, так как, 

применяя ее, он в любой случае проигрывает больше, чем при применении 

стратегии В1. В данной игре р1opt=1; р2opt=0; vopt=а11, т.е. игра имеет сед-

ловую точку N и решается в чистых стратегиях. Игрок А должен применять 

стратегию А1, а игрок В - стратегию В1. 

На рисунке 1.2.5 показан случай, в котором решением игры для игро-

ка А является чистая стратегия А2, а для игрока В - стратегия В1. 

Игра имеет седловую точку N. 

Пример 4. Найти алгебраическим и геометрическим методами решение иг-

ры, платежная матрица которой имеет вид 

 

 

 

Рис. 1.2.5 

В данной игре нижняя цена игры =1 не равна верхней цены игры 

=3, поэтому игра не имеет седловой точки и, в соответствии с основной тео-

ремой матричных игр, имеет оптимальное решение в смешанных стратегиях. 

a22

a12

0 1

В2

В1

N

a11

a21

vA vA

p1
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Для игрока А, в соответствии с формулами (1.2.5) и (1.2.6), оптималь-

ные вероятности применения стратегий А1 и А2 равны: 

; 

p
a a

a a a a
2

11 12

11 22 21 12

4 2

4 3 1 2

3

4




  




  
 . 

Для игрока В, в соответствии с формулами (1.2.10) и (1.2.11), опти-

мальные вероятности применения стратегий В1 и В2 равны: 

q
a a

a a a a
1
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8
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
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Таким образом, оптимальные смешанные стратегии игроков 

; SB 
5

8

1

8
; , а цена игры в соответствии с формулой (1.2.12) равна: 

 
  

  
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  

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7

4

( )
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Так как , то игра выгодна для игрока А. 

Графическое изображение игры для игрока А показана на рисунке 

1.2.6. 

 

Рис. 1.2.6 
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Нижняя граница выигрыша игрока А определяется ломаной CND. Оп-

тимальное решение, определяется точкой N, естественно, дает тоже решение, 

что и алгебраический метод: S vA  025 075 175. ; . , . . 

Геометрическое изображение игры для игрока В показано на рисунке 

1.2.7. 

 

Рис. 1.2.7 

Оптимальное решение, определяемое точкой М, дает решение 

S vB  0625 0375 175. ; . , . . 

 

1.3 Принятие решений в условиях неопределенности 

1.3.1. Основные понятия 

В рассмотренных выше матричных играх предполагалось, что в них 

принимают участие два игрока, интересы которых противоположны. Поэто-

му действия каждого игрока направлены на увеличение выигрыша (умень-

шение проигрыша). Однако в некоторых задачах, приводящихся к игровым, 

имеется неопределенность, вызванная отсутствием информации об условиях, 

в которых осуществляется действие (погода, покупательский спрос и т.д.)  

Матричная игра, в которой игрок взаимодействует с окружающей 

средой, называется статистической игрой или «игрой с природой». Человек 

в играх с природой действует осмотрительно, второй игрок (природа, поку-
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пательский спрос) – случайно. Игрок в этой игре называется лицом, прини-

мающим решения (ЛПР). 

Пусть Si  - состояние «природы», при этом  где n – число воз-

можных состояний,  - множество управленческих решений (планов).  

Данные, необходимые для принятия решения в условиях неопреде-

ленности, задаются в форме матрицы, строки которой соответствуют воз-

можным действиям (управленческие решения) , а столбцы – возможным 

состояниям «природы» Si. 

Предположим, каждому -му действию и каждому возможному со-

стоянию «природы» соответствует результат (исход), определяющий резуль-

тат (выигрыш, полезность) при выборе  -го действия и реализации -го со-

стояния, - 
  

 

Следовательно, математическая модель задачи принятия решений 

определяется множеством состояний , множеством планов (стратегий) 

 и матрицей возможных результатов  В качестве результатов в от-

дельных задачах рассматривается матрица рисков  

Риск – мера несоответствия  между разными возможными результата-

ми принятия определенных стратегий (действий). 

Элементы матрицы рисков  связаны с элементами матрицы полез-

ностей (выигрышей) следующим соотношением: 

                                                                           (1.3.2) 

1, ,i n

jR

jR
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j i

.ijV
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 jR .jiV
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где  - максимальный элемент в столбце  матрицы полезностей. 

Если матрица возможных результатов  представляет собой матри-

цу потерь (затрат), то элементы матрицы рисков  определяются по фор-

муле 

                                                                         (1.3.3) 

где  - минимальный элемент в столбце  матрицы потерь (результа-

тов).  

Таким образом, риск – это разность между результатом, который 

можно получить, если знать действительное состояние «природы», и резуль-

татом, который будет получен при -й стратегии. 

Для принятия решения в условиях неопределенности используется 

ряд критериев. Рассмотрим некоторые из них. 

1.3.2. Критерий Лапласа 

Данный критерий опирается на «принцип недостаточного основания» 

Лапласа, согласно которому все состояния «природы» Si,  полагаются 

равновероятными. В соответствии с этим принципом каждому состоянию Si 

ставится вероятность  определяемая по формуле  

                                                                                           (1.3.4) 

При этом исходной может рассматриваться задача принятия решения 

в условиях риска, когда выбирается действие , дающее наибольший ожи-

даемый выигрыш. Для принятия решения для каждого действия  вычисля-

ют среднее арифметическое значение выигрыша:  

                                                                          (1.3.5) 

Среди  выбирают максимальное значение, которое будет соот-
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Другими словами, находится действие  соответствующее  

                                                                              (1.3.6) 

Если в исходной задаче матрица возможных результатов представлена 

матрицей рисков , то критерий Лапласа принимает вид: 

                                                                              (1.3.7) 

Пример 1. Одно из транспортных предприятий должно определить уровень 

своих провозных возможностей так, чтобы удовлетворить спрос клиентов на 

транспортные услуги на планируемый период. Спрос на транспортные услу-

ги не известен, но ожидается (прогнозируется), что он может принять одно из 

четырех значений: 10, 15, 20 или 25 тыс. т. Для каждого уровня спроса суще-

ствует наилучший уровень провозных возможностей транспортного пред-

приятия (с точки зрения возможных затрат). Отклонения от этих уровней 

приводят к дополнительным затратам, либо из-за превышения провозных 

возможностей над спросом (из-за простоя подвижного состава), либо из-за 

неполного удовлетворения спроса на транспортные услуги. Ниже приводится 

таблица, определяющая, возможные прогнозируемые затраты на развитие 

провозных возможностей: 
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Необходимо выбрать оптимальную стратегию. 

Решение. Согласно условию задачи, имеются четыре варианта спроса на 

транспортные услуги, что равнозначно наличию четырех состояний «приро-

ды»: S1, S2, S3, S4. Известны также четыре стратегии развития провозных воз-

можностей транспортного предприятия: R1, R2, R3, R4. Затраты на развитие 

провозных возможностей при каждой паре Si  и  заданы следующей матри-

цей (таблицей): 

 

Принцип Лапласа предполагает, что S1, S2, S3, S4  равновероятны. Следова-

тельно,  и ожидаемые затраты при различных 

действиях R1, R2, R3, R4 составляют  
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Таким образом, наилучшей стратегией развития провозных возмож-

ностей в соответствии с критерием Лапласа будет R2. 

 

1.3.3. Критерий Вальда (минимаксный или максимальный критерий) 

Данный критерий основывается на выборе наилучшей из наихудших 

стратегий Rj.  

Если в исходной матрице (по условию задачи) результат Vji представ-

ляет потери лица, принимающего решение, то при выборе оптимальной стра-

тегии используется минимаксный критерий. Для определения оптимальной 

стратегии Rj  необходимо в каждой строке матрицы результатов найти 

jR

 
1 1

0,25, 1,2,3,4
4

iP S S i
n

    
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наибольший элемент  ,max ji
i

V  а затем выбирается действие Rj (строка j), кото-

рому будет соответствовать наименьший элемент из этих наибольших эле-

ментов, т.е. действие, определяющее результат, равный 

 
ji

ij
VW maxmin .                                 (1.3.8) 

Если в исходной матрице по условию задачи результат Vji  представ-

ляет выигрыш (полезность) лица, принимающего решение, то при выборе оп-

тимальной стратегии используется максиминный критерий.  

Для определения оптимальной стратегии Rj  в каждой строке матрицы 

результатов находят наименьший элемент  ,min ji
i

V  а затем выбирается дей-

ствие Rj (строка j), которому будут соответствовать наибольшие элементы из 

этих наименьших элементов, т.е. действие, определяющее результат, равный 

 .minmax ji
ij

VW                                        

(1.3.9) 

Пример 2. Рассмотрим пример 1. Так как Vji   в этом примере представляет 

потери (затраты), применим минимаксный критерий. Необходимые результа-

ты вычисления приведены в следующей таблице: 

 

Таким образом, наилучшей стратегией развития провозных возмож-

ностей в соответствии с минимаксным критерием «лучшим из худших» будет 

третья, т.е. R3. 

Минимаксный критерий Вальда иногда приводит к нелогичным выво-

дам из-за своей чрезмерной «пессимистичности». «Пессимистичность» этого 

критерия исправляет критерий Сэвиджа. 
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1.3.4 Критерий Сэвиджа 

Критерий Сэвиджа использует матрицу рисков ‖rji‖. Элементы данной 

матрицы можно определить по формулам (3.2.), (3.3.), которые перепишем в 

следующем виде:  

                                               

 

 











потериVеслиVV

выигрышVеслиVV

r
ji

j
ji

jiji
j

ji
,min

,max

                  (1.3.10) 

Это означает, что rji есть разность между наилучшим значением в 

столбце i и значениями Vji  при том же i. Можно применять к rji только мини-

максный критерий. Критерий Сэвиджа рекомендует в условиях неопределен-

ности выбирать ту стратегию Rj, при которой величина риска принимает 

наименьшее значение в самой неблагоприятной ситуации (когда риск макси-

мален). 

Пример 3. Рассмотрим пример 1. Заданная матрица определяет потери (за-

траты). По формуле (1.3.10) вычислим элементы матрицы рисков ‖rji‖  

 

 

 

 

 

 

Результаты вычислений с использованием критерия минимального 

риска Сэвиджа оформим в следующей таблицы: 

 

  S1 S2 S3 S4 

‖rji‖ 

R1 0 5 11 9 

R2 3 0 0 13 

R3 17 11 6 4 

R4 21 17 12 0 
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Введение величины риска rji привело к выбору первой стратегии R1, 

обеспечивающей наименьшие потери (затраты) в самой неблагоприятной си-

туации (когда риск максимален). 

Применение критерия Сэвиджа позволяет любыми путями избежать 

большого риска при выборе стратегии, а значит, избежать большого проиг-

рыша (потерь). 

1.3.5 Критерий Гурвица 

Критерий Гурвица основан на следующих двух предположениях: 

«природа» может находится в самом невыгодном состоянии с вероятностью 

(1-α) и в самом выгодном состоянии с вероятностью α, где α – коэффициент 

доверия. Если результат – прибыль, полезность, доход и т.п., то критерий 

Гурвица записывается так: 

  ji
i

ji
ij

VVW min1maxmax                         (1.3.11) 

Когда rji представляет затраты (потери), то выбирают действие, даю-

щее: 

  ji
i

ji
ij

VrW max1minminmin                  (1.3.12) 

Если α = 0, получим пессимистический критерий Вальда. 

Если α – 1, то приходим к решающему правилу вида 

ji
ij

Vminmax  

или к так называемой стратегии «здорового оптимиста», т.е. критерий слиш-

ком оптимистичный. 

Критерий Гурвица устанавливает баланс между случаями крайнего 

пессимизма и крайнего оптимизма путем взвешивания обоих способов пове-

дения соответствующими весами (1-α) и α, где 0< α <1. Значение α от 0 до 1 

может определяться в зависимости от склонности лица, принимающего ре-

шения, к пессимизму или к оптимизму. При отсутствии ярко выраженной 

склонности α = 0,5 представляется наиболее разумной. 
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Пример 4. Критерий Гурвица используем в примере 1. Положим α = 0,5. Ре-

зультаты необходимых вычислений приведены ниже: 

 

Оптимальное решение заключается в выборе W1. 

Таким образом, в примере предстоит сделать выбор, какого из воз-

можных решений предпочтительнее: 

по критерию Лапласа – выбор стратегии R2; 

по критерию Вальда – выбор стратегии R3; 

по по критерию Сэвиджа – выбор стратегии Ri; 

по критерию Гурвица при α = 0,5 – выбор стратегии R1, а если лицо, 

принимающее решение, пессимист (α = 0), то выбор стратегии R3. 

Выбор критерия принятия решений в условиях неопределенности яв-

ляется наиболее сложным и ответственным этапом в исследовании операций.  

Выбор критерия должно производить лицо, принимающее решение 

(ЛПР), с учетом конкретной специфики решаемой задачи и в соответствии со 

своими целями, а также опираясь на прошлый опыт и собственную интуи-

цию. 

В частности, если даже минимальный риск недопустим, то следует 

применять критерии Вальда. Если, наоборот, определенный риск вполне при-

емлем и ЛПР намерено вложить в некоторое предприятие столько средств, 

чтобы потом оно не сожалело, что вложено слишком мало, то выбирают кри-

терий Сэвиджа.  
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УПРАЖНЕНИЯ 

1. Найдите седловую точку и максиминные стратегии игроков для сле-

дующих матричных игр: 

  

 

 

  

 

 

 

 

2. Определите алгебраическим и геометрическим методами оптималь-

ные решения следующих игр 2х2: 

 

1.  B1 B2  2.  B1 B2  3.  B1 B2 

 A1 5 2   A1 -3 -6   A1 6 9 

 A2 -1 0   A2 -4 -5   A2 7 8 
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4.  B1 B2  5.  B1 B2  6.  B1 B2 

 A1 0 7   A1 8 6   A1 0 -1 

 A2 10 4   A2 4 7   A2 -3 0 

              

7.  B1 B2  8.  B1 B2  9.  B1 B2 

 A1 -10 -16   A1 7 9   A1 1 2 

 A2 -12 -14   A2 13 11   A2 4 3 

              

10.  B1 B2  11.  B1 B2  12.  B1 B2 

 A1 -3 -2   A1 0 2   A1 -1 1 

 A2 0 -2   A2 3 1   A2 2 0 

 

3. Намечается крупномасштабное производство легковых автомобилей. 

Имеются четыре варианта проекта автомобиля 𝑅𝑗=(j=1,4). Определена эко-

номическая эффективность 𝑉𝑈 каждого проекта в зависимости от рентабель-

ности производства. По истечении трех сроков  𝑆𝑈(i=1,3) рассматриваются 

как некоторые состояния среды (природы). Значения экономической эффек-

тивности для различных проектов и состояний природы приведены в таблице 

(ден. ед.) Требуется выбрать лучший проект легкового автомобиля для про-

изводства, используя критерии: Лапласа, Вальда, Сэвиджа и Гурвица при 

α=0,1. Сравните решение и сделайте выводы. 
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ГЛАВА 2 ЭЛЕМЕНТЫ СИСТЕМЫ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ (СМО)  

 

Это раздел теории вероятностей, который изучает потоки требований 

на обслуживание, поступающих в систему массового обслуживания, дли-

тельности ожидания, длины очередей и другие характеристики, определяе-

мые потоком требований, зависимость этих характеристик от правил обслу-

живания. 

 

2.1 Формулировка задачи и классификация СМО  

В различных сферах деятельности человека, в промышленности, 

науке, торговле, быту, очень часто возникает массовый спрос на различные 

услуги. Термин «массовое» предполагает многократную повторяемость и 

статистическую устойчивость процесса в целом. 

Непосредственное взаимодействие с клиентом, нацеленное на удовле-

творение его спроса, называется обслуживанием. 

Система, в которой, с одной стороны, возникают массовые требования 

на выполнения каких-либо видов услуг, а с другой стороны, происходит удо-

влетворение этих требований (обслуживание), называется системой массо-

вого обслуживания (СМО). 

Примерами процессов массового обслуживания являются: 

-обслуживание покупателей в сфере мелкооптовой и розничной торговли; 

-транспортное обслуживание; 

-работа телекоммуникационных сетей; 

-медицинское обслуживание; 

-гостиничный бизнес; 

- обслуживание в бистро, кафе, ресторанах; 

-обработка документов в системе управления; 

-туристический бизнес и многое др. 
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Главной особенностью процессов массового обслуживания является 

случайность. Выделяются две взаимодействующие стороны, одна из которых 

обслуживает, а вторая выступает в качестве обслуживаемой. Присутствие 

случайности в поведении одной из сторон приводит к случайному протека-

нию всего процесса обслуживания. Причины случайности заключаются в 

массовом характере потребностей, а также в случайности работы обслужи-

вающей системы. 

Цель изучения СМО состоит в том, чтобы взять под контроль некото-

рые характеристики системы, установить зависимость между числом обслу-

живаемых единиц и качеством обслуживания. Качество обслуживания тем 

выше, чем больше число обслуживающих единиц. Но экономически невы-

годно иметь лишние обслуживающие единицы. 

В промышленности СМО применяются при поступлении сырья, мате-

риалов, комплектующих изделий на склад и выдаче их со склада; обработке 

широкой номенклатуры деталей на одном и том же оборудовании; организа-

ции наладки и ремонта оборудования; определении оптимальной численно-

сти обслуживающих отделов и служб предприятий и т.д. 

Основными элементами СМО являются источники заявок, их входя-

щий поток, каналы обслуживания и выходящий поток. Схематически это 

изображено на рис. 2.1.1. 

 

 
В каждую СМО поступает входящий поток заявок на обслуживание, 

результатом работы СМО является выходящий поток обслуженных заявок.            
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Множество упорядоченных во времени требований (заявок), поступа-

ющих в систему с целью получения определенных услуг, образуют входящий 

поток требований. Выходящим потоком является поток обслуженных и 

необслуженных требований, покидающих систему. 

Если в СМО одновременно может обслуживаться несколько заявок, то 

СМО называется многоканальной, в противном случае – одноканальной. 

Как одноканальные СМО, так и многоканальные СМО делятся на 

СМО с отказами и СМО с очередью (ожиданием). 

В СМО с отказами заявка, поступившая в момент, когда все каналы 

обслуживания заняты, получает «отказ» в обслуживании и покидает СМО. 

В СМО с очередью заявка, поступившая в момент, когда все каналы 

обслуживания заняты, становится в очередь из заявок, ожидающих обслужи-

вания. Как только один из каналов обслуживания освобождается, к обслужи-

ванию принимается одна из заявок, стоящих в очереди. 

СМО с очередью различаются по принципу построения (дисциплине) 

очереди. Принципом построения очереди называется схема, в соответствии с 

которой заявки из очереди выбираются на обслуживание. Чаще всего при 

этом используется: 

1.Случайный выбор заявки из очереди; 

2.Выбор заявки из очереди в зависимости от ее приоритета; 

3.Выбор заявки из очереди в зависимости от порядка ее поступления в оче-

редь. 

СМО с очередью делятся также на СМО с неограниченным ожиданием 

и СМО с ограниченным ожиданием. 

В СМО с неограниченным ожиданием каждая заявка, поступившая в 

СМО, рано или поздно будет обслужена. 

В СМО с ограниченным ожиданием на пребывание заявок в очереди 

накладываются различного рода ограничения. Эти ограничения могут ка-
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саться, например, длины очереди, времени пребывания заявки в очереди, об-

щего времени пребывания заявки в СМО. 

В зависимости от расположения источника требований системы могут 

быть разомкнутыми (источник заявок находится вне системы) и замкнутыми 

(источник находится в самой системе). 

 

2.2 Простейший поток событий и его свойства  

Рассмотрим в отдельности элементы СМО. 

Входящий поток: на практике наиболее распространенным является 

простейший поток заявок, обладающий свойствами стационарности, орди-

нарности и отсутствия последействия. 

Стационарность характеризуется тем, что вероятность поступления 

определенного количества требований (заявок) в течение некоторого проме-

жутка времени зависит только от длины этого промежутка. 

Ординарность потока определяется невозможностью одновременного 

появления двух или более заявок. 

Отсутствие последействия характеризуется тем, что поступление за-

явки не зависит от того, когда и сколько заявок поступило до этого момента. 

В этом случае вероятность того, что число заявок, поступивших на 

обслуживание за промежуток времени t, равно k, определяется по закону 

Пуассона 

𝑃𝑘(𝑡) =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡                  (2.2.1) 

где λ — интенсивность потока заявок, т.е. среднее число заявок в единицу 

времени: 

𝜆 = 1 𝜏̅⁄ (чел./мин, р/ч, автом./дн., квт/ч)             (2.2.2) 

где   — среднее значение интервала времени между двумя соседними заяв-

ками. 
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Для такого потока заявок время между двумя соседними заявками 

распределено экспоненциально с плотностью вероятности 

                                        𝑓(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡                                              (2.2.3) 

Случайное время ожидания в очереди начала обслуживания считают 

распределенным экспоненциально: 

𝑓(𝑡) = 𝑣𝑒−𝑣𝑡                                        (2.2.4) 

где v — интенсивность движения очереди, т.е. среднее число заявок, прихо-

дящих на обслуживание в единицу времени: 

                                                       𝑣 = 1 𝑡о̅ч⁄                                   (2.2.5) 

где t оч — среднее значение времени ожидания в очереди. 

Выходящий поток заявок связан с потоком обслуживания в канале, 

где длительность обслуживания t обc является случайной величиной и часто 

подчиняется показательному закону распределения с плотностью 

                                               𝑓(𝑡обс) = 𝜇𝑒−𝜇𝑡                         (2.2.6) 

где μ — интенсивность потока обслуживания, т.е. среднее число заявок, об-

служиваемых в единицу времени: 

                 𝜇 = 1 𝑡о̅бс ⁄ (чел.,/мин, р.,/дн., кг/ч, докум./дн.)       (2.2.7) 

где t обс — среднее время обслуживания. 

Важной характеристикой СМО, объединяющей λ и μ, является интен-

сивность нагрузки 

                                             𝜌 = 𝜆 𝜇⁄                          (2.2.8) 

Рассмотрим n-канальные разомкнутые СМО. 

 

2.3 СМО с отказами  

Основные понятия 

Заявка, поступившая в систему с отказами и нашедшая все каналы за-

нятыми, получает отказ и покидает систему необслуженной. Показателем ка-

чества обслуживания выступает вероятность получения отказа. 

Важнейшими показателями эффективности СМО с отказами являются 

следующие параметры: абсолютная пропускная способность системы и от-

носительная пропускная способность системы.  
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Абсолютной пропускной способностью СМО называется среднее чис-

ло заявок, которое может обслужить система за единицу времени. Относи-

тельной пропускной способностью СМО называется средняя доля посту-

пивших заявок, которое может обслужить система за единицу времени, к 

среднему числу заявок, поступивших в систему за это время. 

Кроме того используются другие показатели эффективности СМО с 

отказами: Среднее число занятых каналов, среднее относительное время про-

стоя системы, среднее относительное время простоя отдельного канала. 

Предполагается, что все каналы доступны в равной степени всем за-

явкам, входящий поток является простейшим, длительность (время) обслу-

живания одной заявки (tобс) распределена по показательному закону. 

 

Формулы для расчета установившегося режима 

1. Вероятность простоя каналов обслуживания, когда нет заявок (k = 0): 

   𝑃0 = 1 ∑ 𝜌𝑘𝑛
𝑘=0⁄ /𝑘!               (2.3.1) 

2. Вероятность отказа в обслуживании, когда поступившая на обслуживание 

заявка найдет все каналы занятыми (k = п): 

𝑃отк = 𝑃𝑛 = 𝑃0𝜌𝑛/𝑛!    (2.3.2) 

3. Вероятность обслуживания: 

𝑃обс = 1 − 𝑃отк     (2.3.3) 

4. Среднее число занятых обслуживанием каналов: 

𝑛̅3 = 𝜌𝑃обс      (2.3.4) 

5. Доля каналов, занятых обслуживанием: 

         𝑘3 = 𝑛̅3/𝑛                (2.3.5) 

6. Абсолютная пропускная способность СМО: 

    𝐴 = 𝜆𝑃обс      (2.3.6) 

7. Относительная пропускная способность СМО: 

                                                        𝘲 =
1

𝜌+1
                     (2.3.7) 

8. Среднее время обслуживания заявки: 

                                          𝑡обс =
1

𝑀
      (2.3.8) 
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2.4 СМО с неограниченным ожиданием  

Основные понятия 

Заявка, поступившая в систему с неограниченным ожиданием и 

нашедшая все каналы занятыми, становится в очередь, ожидая освобождения 

одного из каналов. 

В качестве показателей эффективности СМО с неограниченным ожи-

данием применяются следующие параметры: 

Среднее число заявок в очереди; 

Среднее число обслуживаемых заявок; 

Среднее время ожидания заявки в очереди; 

Среднее время обслуживания заявки. 

Для таких систем характерно отсутствие отказа в обслуживании, т.е. 

Ротк = 0 и Робс = 1. 

Поскольку в СМО с неограниченным ожиданием каждая заявка, в 

конце концов, обслуживается, то для таких систем абсолютная пропускная 

способность совпадает с интенсивностью входящего потока заявок. 

Для систем с ожиданием существует дисциплина очереди: 

1) обслуживание в порядке очереди по принципу: "первым пришел — 

первым обслужен"; 

2) случайное неорганизованное обслуживание по принципу: "послед-

ний пришел — первым обслужен"; 

3) обслуживание с приоритетами по принципу: "генералы и полков-

ники вне очереди". 

 

Формулы для установившегося режима 

1. Вероятность простоя каналов, когда нет заявок (k = 0): 

𝑃0 = 1 ∑ (𝜌𝑘/𝑘!)𝑛
𝑘=0⁄ + 𝑒𝑛+1/𝑛! (𝑛 − 𝜌)          (2.4.1) 

Предполагается, что ρ/п < 1.  

2. Вероятность занятости обслуживанием k заявок: 
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      𝑃𝑘 =
𝜌𝑘𝑃0

𝑘!
,   1 ≤ k ≤ n         (2.4.2) 

3. Вероятность занятости обслуживанием всех каналов: 

                                              𝑃𝑛 =
𝜌𝑛𝑃0

𝑛!
           (2.4.3) 

4. Вероятность того, что заявка окажется в очереди: 

   𝑃оч =
𝜌𝑛+1

𝑛!(𝑛−𝜌)
𝑃0             (2.4.4) 

5. Среднее число заявок в очереди: 

𝐿̅оч =
𝜌𝑛+1

(𝑛−1)!(𝑛−𝜌)2
𝑃0             (2.4.5) 

6. Среднее время ожидания заявки в очереди: 

 

      𝑡о̅ч = 𝐿̅оч/𝜆       (2.4.6) 

7. Среднее время пребывания заявки в СМО: 

 𝑡с̅мо = 𝑡о̅ч + 𝑡о̅бс             (2.4.7) 

8. Среднее число занятых обслуживанием каналов: 

𝑛̅3 = 𝜌              (2.4.8) 

9. Среднее число свободных каналов: 

𝑛̅3 = 𝑛 − 𝑛̅3          (2.4.9) 

10. Коэффициент занятости каналов обслуживания: 

𝑘3 = 𝑛̅3/𝑛                     (2.4.10) 

11. Среднее число заявок в СМО: 

𝑧̅ = 𝐿̅оч + 𝑛̅3             (2.4.11) 
 

2.5 СМО с ожиданием и с ограниченной длиной очереди 

Основные понятия 

Заявка, поступившая в систему с ожиданием и с ограниченной длиной 

очереди и нашедшая все каналы и ограниченную очередь занятыми, покидает 

систему необслуженной. 

У СМО с ограниченным ожиданием в качестве показателей эффек-

тивности используются как показатели эффективности СМО с отказами, так 

и показатели эффективности СМО с неограниченным ожиданием. 

Ограничения на длину очереди могут быть из-за: 

1) ограничения сверху времени пребывания заявки в очереди; 
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2) ограничения сверху длины очереди; 

3) ограничения общего времени пребывания заявки в системе. 

 

Формулы для установившегося режима 

1. Вероятность простоя каналов обслуживания, когда нет заявок (k = 0): 

    𝑃0 = 1: {∑
𝜌𝑘

𝑘!
+

𝜌𝑛+1

𝑛!(𝑛−𝜌)
[1 − (

𝜌

𝑛
)

𝑚
]𝑛

𝑘=0 }  (2.5.1) 

2. Вероятность отказа в обслуживании: 

    𝑃отк =
𝜌𝑛+𝑚

𝑛!𝑛𝑚
∙ 𝑃0     (2.5.2) 

3. Вероятность обслуживания: 

   𝑃обс = 1 − 𝑃отк         (2.5.3) 

4. Абсолютная пропускная способность: 

𝐴 = 𝑃обс ∙ 𝜆     (2.5.4) 

5. Среднее число занятых каналов: 

𝑛̅3 =
𝐴

𝜇
        (2.5.5) 

6. Среднее число заявок в очереди: 

𝐿̅оч =
𝜌𝑛+1 

𝑛∗𝑛!
∙  

(𝜌/𝑛)𝑚(𝑚+1−
𝑚𝜌

𝑛
)

(1−𝜌/𝑛)2
𝑃0   (2.5.6) 

7. Среднее время ожидания обслуживания: 

𝑡о̅ч =
𝐿̅оч

𝜆
     (2.5.7) 

8. Среднее число заявок в системе: 

   z̅ = 𝐿̅оч + 𝑛̅з     (2.5.8) 

9. Среднее время пребывания в системе: 

                                       𝑡с̅мо =
𝑧̅

𝜆
            (2.5.9) 

 

2.6 Примеры определения эффективности использования трудовых  

и производственных ресурсов в системах массового обслуживания 

Рассмотрим задачу с использованием СМО с отказами. 

Пример 1. В ОТК цеха работают три контролера. Если деталь поступает в 

ОТК, когда все контролеры заняты обслуживанием ранее поступивших дета-

лей, то она проходит непроверенной. Среднее число деталей, поступающих в 
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ОТК и течение часа, равно 24, среднее время, которое затрачивает один кон-

тролер на обслуживание одной детали, равно 5 мин. Определить вероятность 

того, что деталь пройдет ОТК не обслуженной, насколько загружены контро-

леры и сколько их необходимо поставить, чтобы Р*обс ≥ 0,95 (* — заданное 

значение Робс). 

РЕШЕНИЕ. По условию задачи λ = 24дет./ч = 0,4дет./мин, t обс = 5 мин, тогда μ 

= 0,2, ρ = λ / μ = 2. 

1. Вероятность простоя каналов обслуживания: 

𝑃𝑜 =
1

20/0! + 21/1! + 22/2! + 23/3!
=

1

1 + 2 + 2 + 1,3
= 0,1587, 

где 0!=1 

2. Вероятность отказа в обслуживании: 

𝑃отк = 23 ∙ 0,1587/3! = 0,21 

3. Вероятность обслуживания: 

𝑃обс = 1 − 0,21 = 0,79 

4. Среднее число занятых обслуживанием каналов: 

𝑛̅з = 2 ∙ 0,79 = 1,58 

5. Доля каналов, занятых обслуживанием: 

𝐾з = 1,58/3 = 0,526 

6. Абсолютная пропускная способность: 

A=0,4∙0,79 = 0,316 

При n=3  𝑃обс = 0,79 ≤ 𝑃*обс = 0,95. Произведя аналогичные расчеты для 

n=4, получим 

𝑃0=0,14      𝑃отк = 0,093     𝑃обс = 0,907  

Так как 𝑃обс = 0,907 ≤ 𝑃*обс = 0,95  то, произведя расчеты для n=5, получим  

𝑃0 = 0,137      𝑃отк = 0,035       𝑃обс = 0,965 ≥ 𝑃 ∗обс= 0,95 

О т в е т .  Вероятность того, что при п = 3 деталь пройдет ОТК необслужен-

ной, составляет 21%, и контролеры будут заняты обслуживанием на 53%. 

Чтобы обеспечить вероятность обслуживания более 95%, необходимо не ме-

нее пяти контролеров. 
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Рассмотрим задачу с использованием СМО с неограниченным ожида-

нием. 

Пример 2. Сберкасса имеет трех контролеров-кассиров (п = 3) для обслужи-

вания вкладчиков. Поток вкладчиков поступает в сберкассу с интенсивно-

стью λ = 30 чел./ч. Средняя продолжительность обслуживания контролером-

кассиром одного вкладчика t обс = 3 мин. Определить характеристики сбер-

кассы как объекта СМО. 

РЕШЕНИЕ. Интенсивность потока обслуживания μ = 1/ t обс = 1/3 = 0,333, ин-

тенсивность нагрузки ρ = 1,5. 

1. Вероятность простоя контролеров-кассиров в течение рабочего дня: 

𝑃0 =
1

1,50

0!
+

1,51

1!
+

1,52

2!
+

1,53

3!
+

1,54

3! (3 − 1,5)

= 0,210 

2. Вероятность застать всех контролеров-кассиров занятыми: 

𝑃𝑛 =
1,53

3!
0,21 = 0,118 

3. Вероятность очереди: 

𝑃оч =
1,54

3! (3 − 1,5)
0,21 = 0,118 

4. Среднее число заявок в очереди: 

𝐿̅оч =
1,54

(3 − 1)! (3 − 1,5)2
0,21 = 0,236 

5. Среднее время ожидания заявки в очереди: 

𝑡о̅ч =
0,236

0,5
= 0,472 мин. 

6. Среднее время пребывания заявки в СМО: 

𝑡с̅мо = 0,472 + 3 = 3,472 мин. 
7. Среднее число свободных каналов: 

𝑛̅св = 3 − 1,5 = 1,5 

8. Коэффициент занятости каналов обслуживания: 

𝑘3 =
1,5

3
= 0,5 

9. Среднее число посетителей в сберкассе: 
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𝑧̅ = 0,236 + 1,5 = 1,736 чел. 
О т в е т .  Вероятность простоя контролеров-кассиров равна 21% рабочего 

времени, вероятность посетителю оказаться в очереди составляет 11,8%, 

среднее число посетителей в очереди 0,236 чел., среднее время ожидания по-

сетителями обслуживания 0,472 мин. 

Рассмотрим задачу с применением СМО с ожиданием и с ограничен-

ной длиной очереди. 

Пример 3. Магазин получает ранние овощи из пригородных теплиц. Авто-

мобили с грузом прибывают в разное время с интенсивностью λ = 6 машин в 

день. Подсобные помещения и оборудование для подготовки овощей к про-

даже позволяют обрабатывать и хранить товар, привезенный двумя автома-

шинами (m = 2). В магазине работают три фасовщика (n = 3), каждый из ко-

торых в среднем может обрабатывать товар с одной машины в течение t обс = 

4 ч. Продолжительность рабочего дня при сменной работе составляет 12 

ч.Определить, какова должна быть емкость подсобных помещений, чтобы 

вероятность полной обработки товаров была Р*обc ≥ 0,97. 

РЕШЕНИЕ. Определим интенсивность загрузки фасовщиков: 

𝜌 = 𝜆/𝜇 = 6/3 = 2     𝜇 = 1/𝑡о̅бс = 1 ∙ 12/4 = 3 авт./дн. 

1. Найдем вероятность простоя фасовщиков при отсутствии машин (заявок): 

𝑃0 = 1: {
20

0!
+

21

1!
+

22

2!
+

23

3!
+

23+1

3! (3 − 2)
[1 − (

2

3
)

2

]} = 0,128 

причем 0! = 1,0.  

2. Вероятность отказа в обслуживании: 

𝑃отк = 𝑃𝑛+𝑚 = 0,128
23+2

3! 32
= 0,075 

3. Вероятность обслуживания: 

𝑃обс = 1 − 0,075 = 0,925 

Так как Робс = 0,925 < Р*обс = 0,97, произведем аналогичные вычисления для 

т = 3, получим 

𝑃о = 0,122           𝑃отк = 0,048            𝑃обс = 0,952     
Так как Робс = 0,952 < Р*обс = 0,97, примем т = 4.  

Для этого случая 
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𝑃о = 0,12           𝑃отк = 0,028            𝑃обс = 0,972     

0,972 > 0,97, емкость подсобных помещений необходимо увеличить до т = 4. 

Для достижения заданной вероятности обслуживания можно увеличивать 

число фасовщиков, проводя последовательно вычисления СМО для п = 4, 5 и 

т.д. Задачу можно решить, увеличивая емкость подсобных помещений, число 

фасовщиков, уменьшая время обработки товаров. 

Найдем остальные параметры СМО для рассчитанного случая при P0 = 

0,12, Ротк = 0,028, Робc = 0,972. 

4. Абсолютная пропускная способность: 

A = 0,972∙6 = 5,832 авт./дн. 

5. Среднее число занятых обслуживанием каналов (фасовщиков): 

𝑛̅зан = 5,832/3 = 1,944 

6. Среднее число заявок в очереди: 

𝐿̅оч =
24

3 ∙ 3!

1 − (2/3)4(4 + 1 − 4 ∙ 2/3)

(1 − 2/3)2
∙ 0,12 = 0,548 

7. Среднее время ожидания обслуживания: 

𝑡о̅ч =
0,548

6
=0,09 дн. 

8. Среднее число машин в магазине: 

𝑧̅ = 0,548 + 1,944 = 2,492 авт. 

9. Среднее время пребывания машины в магазине: 

𝑡с̅мо =
2,492

6
= 0,415 дн. 

О т в е т .  Емкость подсобных помещений магазина должна вмещать товар, 

привезенный 4 автомашинами (m = 4), при этом вероятность полной обра-

ботки товара будет Робc = 0,972. 

 

  



42 

УПРАЖНЕНИЯ 

 

Решить следующие задачи в предположении, что поток поступающих 

заявок является простейшим и длительность обслуживания одной заявки 

распределена по показательному закону. 

2.1. Ателье по ремонту бытовой техники имеет четырехканальную те-

лефонную линию. Интенсивность потока входящих телефонных звонков со-

ставляет 0,4 вызовов в минуту. Средняя продолжительность разговора со-

трудника ателье с клиентом по телефону равна 4 минутам. Найти: 1) вероят-

ность того, что в телефонной линии занято ровно 3 канала; 2)вероятность то-

го, что клиент не смог соединиться с ателье; 3)относительную пропускную 

способность этой СМО; 4)абсолютную пропускную способность этой СМО; 

5) среднее число занятых каналов. Определить показатели дежурного адми-

нистратора как объекта СМО. 

2.2. На стоянке автомобилей возле магазина имеются 3 места, каждое 

из которых отводится под один автомобиль. Автомобили прибывают на сто-

янку с интенсивностью 20 автомобилей в час. Продолжительность пребыва-

ния автомобилей на стоянке составляет в среднем 15 мин. Стоянка на проез-

жей части не разрешается. Определить среднее количество мест, не занятых 

автомобилями, и вероятность того, что прибывший автомобиль не найдет на 

стоянке свободного места. 

2.3. АТС предприятия обеспечивает не более 5 переговоров одновре-

менно. Средняя продолжительность разговоров составляет 1 мин. На стан-

цию поступает в среднем 10 вызовов в с. Определить характеристики АТС 

как объекта СМО. 

2.4. В грузовой речной порт поступает в среднем 6 сухогрузов в сутки. 

В порту имеются 3 крана, каждый из которых обслуживает 1 сухогруз в 

среднем за 8 ч. Краны работают круглосуточно. Определить характеристики 

работы порта как объекта СМО и в случае необходимости дать рекомендации 
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по улучшению его работы. 

2.5. В службе "Скорой помощи" поселка круглосуточно дежурят 3 дис-

петчера, обслуживающие 3 телефонных аппарата. Если заявка на вызов врача 

к больному поступает, когда диспетчеры заняты, то абонент получает отказ. 

Поток заявок составляет 4 вызова в минуту. Оформление заявки длится в 

среднем 1,5 мин. Определить основные показатели работы службы "Скорой 

помощи" как объекта СМО и рассчитать, сколько потребуется телефонных 

аппаратов, чтобы удовлетворить не менее 90% поступающих вызовов врачей. 

2.6. Салон-парикмахерская имеет 4 мастера. Входящий поток посети-

телей имеет интенсивность 5 человек в час. Среднее время обслуживания од-

ного клиента составляет 40 мин. Определить среднюю длину очереди на об-

служивание, считая ее неограниченной. 

2.7. На автозаправочной станции установлены 2 колонки для выдачи 

бензина. Около станции находится площадка на 2 автомашины для ожидания 

заправки. На станцию прибывает в среднем одна машина в 3 мин. Среднее 

время обслуживания одной машины составляет 2 мин. Определить характе-

ристики работы автозаправочной станции как объекта СМО. 

2.8. На вокзале в мастерской бытового обслуживания работают три ма-

стера. Если клиент заходит в мастерскую, когда все мастера заняты, то он 

уходит из мастерской, не ожидая обслуживания. Среднее число клиентов, 

обращающихся в мастерскую за 1 ч, равно 20. Среднее время, которое затра-

чивает мастер на обслуживание одного клиента, равно 6 мин. Определить ве-

роятность того, что клиент получит отказ, будет обслужен, а также среднее 

число клиентов, обслуживаемых мастерской в течение 1 ч, и среднее число 

занятых мастеров. 

2.9. АТС поселка обеспечивает не более 5 переговоров одновременно. 

Время переговоров в среднем составляет около 3 мин. Вызовы на станцию 

поступают в среднем через 2 мин. Определить вероятность того, что заявка 

получит отказ, среднее число занятых каналов, абсолютную пропускную 
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способность АТС. 

2.10. На автозаправочной станции (АЗС) имеются 3 колонки. Площадка 

при станции, на которой машины ожидают заправку, может вместить не бо-

лее одной машины, и если она занята, то очередная машина, прибывшая к 

станции, в очередь не становится, а проезжает на соседнюю станцию. В 

среднем машины прибывают на станцию каждые 2 мин. Процесс заправки 

одной машины продолжается в среднем 2,5 мин. Определить вероятность от-

каза, абсолютную пропускную способность АЗС, среднее число машин, ожи-

дающих заправку, среднее время ожидания машины в очереди, среднее время 

пребывания машины на АЗС (включая обслуживание). 

2.11. В небольшом магазине покупателей обслуживают два продавца. 

Среднее время обслуживания одного покупателя — 4 мин. Интенсивность 

потока покупателей — 3 человека в минуту. Вместимость магазина такова, 

что одновременно в нем в очереди могут находиться не более 5 человек. По-

купатель, пришедший в переполненный магазин, когда в очереди уже стоят 5 

человек, не ждет снаружи и уходит. Определить вероятность того, что при-

шедший в магазин покупатель покинет магазин необслуженным. 

2.12. Железнодорожную станцию дачного поселка обслуживает касса с 

двумя окнами. В выходные дни, когда население активно пользуется желез-

ной дорогой, интенсивность потока пассажиров составляет 0,9 чел./мин. Кас-

сир затрачивает на обслуживание пассажира в среднем 2 мин. Определить 

среднее число пассажиров у кассы и среднее время, затрачиваемое пассажи-

ром на приобретение билета. 
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ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ  

«СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ» 

 

2.1. Контроль готовой продукции фирмы осуществляют А контролеров. 

Если изделие поступает на контроль, когда все контролеры заняты проверкой 

готовых изделий, то оно остается непроверенным. Среднее число изделий, 

выпускаемых фирмой, составляет В изд./ ч. Среднее время на проверку одно-

го изделия — С мин. Определить вероятность того, что изделие пройдет про-

верку, насколько загружены контролеры и сколько их необходимо поставить, 

чтобы Р*обс ≥ D. 

 Значения коэффициентов условия задачи 

№ 

 

Зна 

чения 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

A 3 4 5 6 3 5 4 2 3 5 

B 20 22 25 30 18 28 24 14 16 26 

C 7 6 5 8 6 4 3 5 6 7 

D 
0,97 

0,9

8 

0,9

6 

0,9

7 

0,9

8 

0,9

6 

0,9

8 

0,9

7 

0,9

6 

0,

98 

 

 

2.2. Приходная касса городского района с временем работы А часов в 

день проводит прием от населения коммунальных услуг и различных плате-

жей в среднем от В человек в день. В приходной кассе работают С операто-

ров-кассиров. Средняя продолжительность обслуживания одного клиента со-

ставляет D мин. 

Определить характеристики работы приходной кассы как объекта 

СМО. 
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Значения коэффициентов условия задачи 

№ 

 

 

 

Зна 

чения 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

A 11 10 10 9 8 9 8 11 7 7 

B 220 220 300 300 280 270 240 300 200 240 

C 2 2 3 3 4 4 3 3 2 4 

D 4 3 4 3 4 3 5 5 2 5 

 

2.3. На АЗС установлено А колонок для выдачи бензина. Около стан-

ции находится площадка на В автомашин для ожидания заправки. На стан-

цию прибывает в среднем С маш./ч. Среднее время заправки одной автома-

шины — D мин. 

Определить вероятность отказа и среднюю длину очереди. 

 

Значения коэффициентов условия задачи 

    №  

 

Зна 

чения 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

A 3 2 3 3 2 4 3 2 3 3 

B 2 3 1 3 3 2 4 2 2 2 

C 15 10 20 30 25 20 35 15 20 30 

D 2 3 4 3 2,5 3,5 3 2 2,5 3 
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ГЛАВА 3 НЕКОТОРЫЕ МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ  

 

3.1 Предмет теории управления запасами  

Теория управления запасами объединяет в себе методы анализа задач 

регулирования запасов некоторого продукта при независимом спросе на этот 

продукт.  

В задачах такого рода необходимо найти рациональное количество за-

паса, учитывая, что потери возникают как из-за неудовлетворенного спроса, 

так и из-за того, что продукт хранится на складе.  

Проблема управления запасами возникает при рассмотрении разнооб-

разных экономических объектов. Широко распространены задачи управле-

ния запасами при анализе розничной торговли. В этом случае рассматрива-

ются запасы некоторого продукта в магазине. Обычно спрос считается слу-

чайной величиной с заданным распределением. Запас пополняется за счет 

доставки товара с оптовой базы по заявке магазина, причем время доставки 

может быть фиксированным или же является случайной величиной. Перед 

управляющим встает вопрос: когда подавать заявку на пополнение запаса, и 

какое количество товара требовать в заявке? На подобные вопросы отвечает 

теория управления запасами.  

Управлять запасами, как уже говорилось, необходимо и на производ-

ственных объектах, где нужно определять рациональный уровень запасов 

сырья, инструментов и т.п. Чрезмерный запас в этом случае приводит к нера-

циональному использованию оборотных средств, требует значительных за-

трат на хранение и уход за ним. С другой стороны, нехватка сырья, материа-

лов или инструментов вызывает перебои в производстве. Поэтому установ-

ление рационального количества запаса является средством, позволяющим, с 

одной стороны, ликвидировать ненужные запасы, а с другой стороны - обес-

печить ритмичность производства.  
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Управление запасами заключается в установлении моментов и объемов 

заказов на их восполнение.  

Совокупность правил, по которым принимаются такие решения, назы-

вается стратегией (системой) управления запасами.  

Оптимальной стратегией считается та, которая обеспечивает мини-

мум затрат по доведению продукции до потребителей.  

Нахождение оптимальных стратегий составляет предмет теории оп-

тимального управления запасами. 

Основные стратегии управления запасами 

Любая стратегия регулирования запасов призвана отвечать на два ос-

новных вопроса: когда заказывать очередную партию продукции, и сколько 

товара заказать?  

Выделяют две основные стратегии регулирования запасов:  

1) система с фиксированным размером заказа;  

2) система с фиксированной периодичностью заказа. 

Возникновение теории управления запасами можно связать с работами 

Ф. Эджуорта и Ф. Харриса, появившимися в конце XIX — начале XX века, в 

которых исследовалась простая оптимизационная модель для определения 

экономичного размера партии поставки для складской системы с постоянным 

равномерным расходом и периодическим поступлением хранимого продукта. 

Определение 3.1.1. Запасом называется любой ресурс, который хра-

нится для удовлетворения будущих нужд.  

Примерами запасов могут стать полуфабрикаты, готовые изделия, ма-

териалы, различные товары, а также денежная наличность, находящаяся в 

хранилище. 

Существуют причины, побуждающие фирмы создавать запасы: 

1) дискретность поставок при непрерывном потреблении; 

2) упущенная прибыль в случае отсутствия запаса; 

3) случайные колебания: 
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а) спроса за период между поставками; 

б) объема поставок; 

в) длительности интервала между поставками; 

4) предполагаемые изменения конъюнктуры: 

а) сезонность спроса; 

б) сезонность производства. 

Существуют также причины, побуждающие предприятия стремиться к 

минимизации запасов на складах: 

1) плата за хранение запаса; 

2) физические потери при хранении; 

3) моральный износ продукта. 

После того как вы выполните задания, предлагаемые в этой главе, вы 

будете уметь формулировать и использовать для экономического анализа 

следующие понятия: 

- запас; 

- заказ; 

- издержки выполнения заказа (издержки заказа); 

- издержки хранения; 

- упущенная прибыль (издержки дефицита); 

- срок выполнения заказа; 

- точка восстановления. 

Модели 

Существует проблема классификации имеющихся в наличии запасов. 

Для решения этой задачи используется методика административного наблю-

дения. Цель ее заключается в определении той части запасов фирмы, которая 

требует наибольшего внимания со стороны отдела снабжения. Для этого 

каждый компонент запасов рассматривается по двум параметрам: 

1) его доля в общем количестве запасов фирмы; 

2) его доля в общей стоимости запасов. 
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Рассмотрим основные понятия теории управления запасами 

Издержки выполнения заказа (издержки заказа) — накладные расходы, свя-

занные с оформлением заказа. В промышленном производстве такими из-

держками являются затраты на переналадку оборудования и подготовитель-

ные операции. 

Издержки хранения — расходы, связанные с физическим содержанием това-

ров на складе, плюс возможные проценты на капитал, вложенный в запасы. 

Обычно они выражены в абсолютных единицах или в процентах от закупоч-

ной цены и связаны с определенным промежутком времени. 

Упущенная прибыль (издержки дефицита) — издержки, связанные с неудо-

влетворенным спросом, возникающим из-за отсутствия продукта на складе. 

Совокупные издержки за период представляют собой сумму издержек заказа, 

издержек хранения и упущенной прибыли. Иногда к ним прибавляются из-

держки на закупку товара. 

Срок выполнения заказа — время с момента заказа до момента его выполне-

ния. 

Точка восстановления — уровень запаса, при котором делается новый заказ. 

 

3.2 Типы моделей управления запасами  

Несмотря на то, что любая модель управления запасами призвана от-

вечать на два основных вопроса (когда и сколько), имеется значительное 

число моделей, для построения которых используется разнообразный мате-

матический аппарат.  

Такая ситуация объясняется различием исходных условий. Главным 

основанием для классификации моделей управления запасами является ха-

рактер спроса на хранимую продукцию (напомним, что с точки зрения более 

общей градации сейчас мы рассматриваем лишь случаи с независимым спро-

сом).  
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Итак, в зависимости от характера спроса модели управления запасами 

могут быть: 

- детерминированными;  

- вероятностными.  

В свою очередь детерминированный спрос может быть статическим, 

когда интенсивность потребления не изменяется во времени, или динамиче-

ским, когда достоверный спрос с течением времени может изменяться.  

Вероятностный спрос может быть стационарным, когда плотность ве-

роятности спроса не изменяется во времени, и нестационарным, где функция 

плотности вероятности меняется в зависимости от времени. Приведенную 

классификацию поясняет рисунок 3.2.1. 

 

 

 

Рис. 3.2.1. Типы моделей управления запасами в зависимости 

от характера спроса 

 

Наиболее простым является случай детерминированного статического 

спроса на продукцию. Однако такой вид потребления на практике встречает-

ся достаточно редко. Наиболее сложные модели - модели нестационарного 

типа. 
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Кроме характера спроса на продукцию при построении моделей 

управления запасами приходится учитывать множество других факторов, 

например: 

- сроки выполнения заказов. Продолжительность заготовительного 

периода может быть постоянной либо являться случайной величиной;  

- процесс пополнения запаса. Может быть мгновенным либо распре-

деленным во времени;  

- наличие ограничений по оборотным средствам, складской площади 

т.п. 

3.3 Простейшие модели управления запасами  

3.3.1 Детерминированные модели 

1. Простейшая модель оптимального размера заказа 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) получение заказа мгновенно; 

3) закупочная цена не зависит от размера заказа; 

4) дефицит не допускается. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хранения. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, количество 

заказов за фиксированный период времени, совокупные издержки. 

Размер заказа является постоянным. Заказ выполняется мгновенно. Уровень 

запасов убывает с постоянной интенсивностью, пока не достигает нулевого 

значения. В этот момент времени делается и мгновенно выполняется заказ и 

уровень запаса восстанавливается до максимального значения. При этом оп-

тимальным решением задачи будет такой размер заказа, при котором ми-

нимизируются общие издержки за период, равные сумме издержек хранения 

и издержек заказа. 

Динамика изменения количества продукта S на складе показана на ри-

сунке 3.3.1. 
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Рис. 3.3.1 

Пусть Q — размер заказа; Т — продолжительность периода планиро-

вания; D, d — величина спроса за период планирования и в единицу времени 

соответственно; К — издержки одного заказа; Н, h — удельные издержки 

хранения за период и в единицу времени соответственно. Тогда:  1 K
Q

D
C   - 

издержки заказа за период планирования; H
Q

C 
2

2  - издержки хранения за 

период планирования; H
Q

K
Q

D
CCC 

2
21 - совокупные издержки. 

Кривые издержек заказа 1C  издержек хранения 2C  и совокупных из-

держек C показаны на рисунке 3.3.2. 

 

Рис.3.3.2. 

Определив минимум функции совокупных издержек, получаем: 

H

DK

h

dK
Q

22
  — оптимальный размер заказа; 




Q

D
N  — оптимальное 

число заказов за период; 
N

T

d

Q
t 



 — время цикла (оптимальное время 
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между заказами). Следует обратить внимание на то, что оптимальный размер 

заказа не зависит от цены продукта. 

2. Модель оптимального размера заказа с фиксированным  

временем его выполнения 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) время выполнения заказа известно и постоянно; 

3) закупочная цена не зависит от размера заказа; 

4) дефицит не допускается. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хранения, 

время выполнения заказа. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, точка 

восстановления запаса, количество заказов за фиксированный период време-

ни, совокупные издержки. Размер заказа является постоянным. Время вы-

полнения заказа постоянно. Уровень запасов убывает с постоянной интен-

сивностью, пока не достигает точки восстановления R. В этот момент делает-

ся заказ, который выполняется за время L. К моменту поступления заказа 

размер запаса на складе равен нулю. Оптимальным решением задачи будет 

такой размер заказа Q*, при котором минимизируются общие издержки за 

период, равные сумме издержек хранения и издержек заказа. 

Динамика изменения количества продукта S на складе показана на ри-

сунке 3.3.3. 

 

Рис.3.3.3 
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Пусть Q — размер заказа; Т — продолжительность периода планирования; 

D, d — величина спроса за период планирования и в единицу времени соот-

ветственно; К — издержки одного заказа; Н, h — удельные издержки хране-

ния за период и в единицу времени соответственно; L — время выполнения 

заказа. Тогда: K
Q

D
  — издержки заказа за период планирования; H

Q


2
 — 

издержки хранения за период планирования; H
Q

K
Q

D
C 

2
 — совокупные 

издержки; 
H

DK

h

dK
Q

22
  — оптимальный размер заказа; dLR   — точка 

восстановления запаса; 



Q

D
N  — оптимальное число заказов за период; 

N

T

d

Q
t 



 — время цикла (оптимальное время между заказами). 

Кривые издержек заказа 1C  издержек хранения 2C  и совокупных из-

держек C показаны на рисунке 3.3.2. 

 

3. Модель оптимального размера заказа с производством 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) темп производства товара известен и постоянен; 

3) время выполнения заказа известно и постоянно; 

4) закупочная цена не зависит от размера заказа; 

5) дефицит не допускается. 

Исходные данные: темп спроса, темп производства, издержки заказа, из-

держки хранения, время выполнения заказа. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, точка восста-

новления запаса. Фирма производит продукт самостоятельно, хранит его на 

складе и расходует с постоянным темпом. Если темп производства выше 

темпа спроса, то излишки продукта накапливаются на складе. Когда количе-
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ство продукта на складе достигает максимального значения, производство 

прекращается и продукт расходуется со склада с постоянным темпом. Когда 

запас на складе достигает точки восстановления, производство возобновляет-

ся. При этом Оптимальным решением задачи будет такой размер заказа 

Q*, При котором минимизируются общие издержки за период, равные сумме 

издержек хранения и издержек на возобновление (запуск) производства. 

Динамика изменения количества продукта S на складе показана на ри-

сунке 3.3.4, где D tgb,  DPtga . 

 

Рис.3.3.4 

Пусть Q — размер заказа; Р —темп производства; 

Т — продолжительность периода планирования; D, d — величина спроса за 

период планирования и в единицу времени соответственно; К — фиксиро-

ванные издержки на запуск производства; Н, h — удельные издержки хране-

ния за период и в единицу времени соответственно; L — время, необходимое 

для запуска производства. Тогда: K
Q

D
  — издержки на запуск производства; 

)1(
2 p

d
H

Q
  — издержки хранения; 

)1(

2

)1(

2

p

d
H

DK

p

d
h

dK
Q







  — оптимальный 

размер заказа; )1(
p

d
QS    — оптимальный максимальный уровень запасов; 

dLR   — точка восстановления; 



Q

D
N  — оптимальное число заказов за пе-

риод; 
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N

T

d

Q
t 



 — время цикла (оптимальное время между заказами). 

В этой модели оптимальный размер заказа также не зависит от цены 

продукта. 

4. Модель оптимального размера заказа с дефицитом 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) время выполнения заказа известно и постоянно; 

3) закупочная цена не зависит от размера заказа. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хранения, из-

держки дефицита. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, точка восста-

новления запаса, совокупные издержки. Размер заказа является постоянным. 

Уровень запасов убывает с постоянной интенсивностью. Допускается дефи-

цит продукта. После получения заказа фирма компенсирует дефицит и вос-

станавливает запас продукта на складе. Заказ делается тогда, когда дефицит 

продукта на складе достигает оптимального размера. Оптимальным реше-

нием задачи будет такой размер заказа Q*, при котором минимизируются 

общие издержки за период, равные сумме издержек хранения, издержек зака-

за и издержек дефицита. 

Динамика изменения количества продукта S на складе показана на ри-

сунке 3.3.5. 

 

Рис.3.3.5 
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Пусть Q — размер заказа; Т — продолжительность периода планирования; 

D, d — величина спроса за период планирования и в единицу времени соот-

ветственно; К — издержки одного заказа; Н, h — удельные издержки хране-

ния за период и в единицу времени соответственно; В, b — упущенная при-

быль, возникающая вследствие дефицита одной единицы продукта, за период 

и в единицу времени соответственно; S — максимальный запас продукции; L 

— время выполнения заказа. Тогда: 

K
Q

D
  — издержки заказа за период планирования; 

B
Q

SQ




2

)( 2

 — издержки дефицита за период планирования; 

B
Q

SQ
H

Q

S
K

Q

D
C 




2

)(

2

22

 - совокупные издержки; 

B

HB

H

DK

b

hb

h

dK
Q





 22

 - оптимальный размер заказа; 

HB

B

H

DK

hb

b

h

dK
S





 22

 - оптимальный максимальный размер запаса; 

  SQ  - оптимальный максимальный дефицит; 

dLR   — точка восстановления запаса. 

5. Модель оптимального размера заказа с количественными скидками 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) время выполнения заказа известно и постоянно. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хранения, цена 

товара, количественные скидки в случае закупки крупных партий товара. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, точка восста-

новления запаса, количество заказов за фиксированный период времени, со-

вокупные издержки. 

Пусть Q — размер заказа; T — продолжительность периода планирования; D, 

d —величина спроса за период планирования и в единицу времени соответ-
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ственно; К — издержки одного заказа; Н, h — удельные издержки хранения 

за период и в единицу времени соответственно. 

Предположим, что известны числа n1,...,i , , ii ac , где ic  — цена про-

дукта при размере заказа Q  в интервале ii aQa 1 . Будем считать, что 

 naa  ,00 .  

Тогда: K
Q

D
  — издержки заказа за период планирования; H

Q


2
 — издержки 

хранения за период планирования; Dci   - издержки на закупку товара. 

DcH
Q

K
Q

D
C ii 

2
 

Оптимальный размер заказа определяется в результате решения n задач. 

Каждая из этих задач сводится к определению такого размера заказа 

n1,...,i , iQ , при котором функция совокупных (общих) издержек 

DcH
Q

K
Q

D
C ii 

2
 достигает минимума при ограничениях iii aQa 1 . 

Решение исходной задачи определяется из условия  )(min min arg
iQi

ii QCQ  . 

На рисунке 3.3.6 изображены функции совокупных издержек для трех 

значений цен продукта. Значение цены 1C  определено на интервале 10 aQ  , 

цены 2C  — на интервале 21 aQa  , цены 3C  — на интервале Qa2 . 

 

Рис. 3.3.6 
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Соответственно, функция общих издержек )(1 QC  определена при зна-

чении цены 1C  на интервале 10 aQ  , функция )(2 QC — при значении цены 

2C  — на интервале 21 aQa  , функция )(3 QC  — при значении цены 3C  — на 

интервале Qa2 . Минимальное значение функции )(1 QC  в области ее до-

пустимых значений достигается в точке 1Q , функции )(2 QC — в точке 1a , 

функции )(3 QC  — в точке 2a . Оптимальный размер заказа следует выбирать из 

величин 1Q , 1a  и 2a  по формуле  )(),(),( min arg 332211 aCaCQCQ  . 

 

3.3.2 Стохастическая модель 

1. Дискретная стохастическая модель оптимизации начального запаса 

Мы отказываемся от предположения о постоянстве и детерминиро-

ванности величины спроса на товар и предполагаем известным распределе-

ние величины спроса. 

Пусть S — размер запаса на начало периода планирования; D — величина 

спроса за период планирования (целое число); Н — удельные издержки хра-

нения за период; В — удельные издержки дефицита за период; P(D)— веро-

ятность того, что величина спроса за период планирования составит D. 

Функция распределения величины спроса  )()()(
1

0







x

D

DpxDPXF . В случае 

когда величина спроса за период планирования превышает размер запаса (D 

> S), возникает дефицит и соответствующие издержки дефицита. Если запас 

больше, чем величина спроса ( DS  ), то возникают издержки хранения. Ма-

тематическое ожидание )(1 SC  величины издержек хранения за период плани-

рования для размера начального запаса S можно оценить следующим обра-

зом: 





S

D

DpDSHSC
0

1 )()()( . 
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Математическое ожидание )(2 SC  величины издержек дефицита за пе-

риод планирования для размера начального запаса S можно оценить следую-

щим образом: 







1

2 )()()(
SD

DpSDBSC . 

Математическое ожидание C(S) совокупных издержек в этом случае 

имеет вид 

)()()( 21 SCSCSC  . 

В стохастической модели оптимальным является такой размер 

начального запаса S*, при котором математическое ожидание совокупных 

издержек C(S*) имеет минимальное значение, т. е. такой размер запаса S*, 

который удовлетворяет условию 

)1()( 


  SF
BH

B
SF . 

Если )1()(  тт,)( 


  SCSC
BH

B
SF  и оптимальными являются как 

размер запаса S , так и размер запаса 1S . 

Пример 1. Поставка товара с фиксированным интервалом времени.  

Магазин «Лада» закупает духи «Ландыш» на одной из парфюмерных 

фабрик. Годовой спрос на этот продукт составляет 600 шт. Издержки заказа 

равны 850 руб., издержки хранения — 510 руб. за одну упаковку (20 шт.) в 

год. Магазин заключил договор на поставку с фиксированным интервалом 

времени. 

Количество рабочих дней в году — 300. Время поставки товара — б 

дней. Стоимость одного флакона — 135 руб. 

Найти. 1. Чему равно оптимальное число заказов в течение года? 2. 

Чему равна точка восстановления запаса? 3. Каковы минимальные совокуп-

ные издержки? 

Решение. Оптимальный размер заказа шт. 200
5,25

85060022





H

DK
Q  

Число заказов в течение года .3
200

600


Q

D
N  Поскольку среднесуточ-

ный спрос равен 2
300

600
  шт., точка восстановления запаса составит 1262   
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шт. Минимальные издержки заказа и хранения 

51005,251008503
2

 H
Q

K
Q

D
C  руб. 

Ответы: 1.3. 2.12шт. 3.5100руб. 

Пример 2. Производство деталей. 

На первом станке производятся детали в количестве 12 000 единиц в 

год. Эти детали используются для производства продукции на втором станке 

производительностью 3600 единиц в год. Оставшиеся детали образуют запас. 

Издержки хранения составляют 0,5 руб. за одну деталь в год. Стоимость про-

изводственного цикла на первом станке равна 800 руб. Определите опти-

мальный размер партии на первом станке. 

Решение. Оптимальный размер партии 

7,4056

)
12000

3600
1(5,0

80036002

)1(

2











p

d
H

DK
Q  шт. 

Пример 3. Планирование дефицита. 

Вернемся к примеру 1 и рассмотрим вариант планирования дефицита. 

Допустим, по оценке менеджера, упущенная прибыль, связанная с отсутстви-

ем товара и утратой доверия клиентов, составляет 20 руб. в год за один фла-

кон духов «Ландыш» при условии, что издержки заказа и хранения остаются 

без изменения. Определите оптимальный размер заказа при плановом дефи-

ците. Нужно ли менеджеру вводить систему с плановым дефицитом? 

Решение. Оптимальный размер заказа 3005,1200
2






B

HB

H

DK
Q  

шт. Максимальный размер запаса за один цикл  

13266,0200
2






HB

B

H

DK
S  шт.  

Совокупные издержки  

3,33818,9405,7401700
2

)(

2

22




 B
Q

SQ
H

Q

S
K

Q

D
C  руб.  

Совокупные издержки при плановом дефиците меньше издержек без 

дефицита на 1718,7 руб. Следовательно, целесообразно ввести систему с 

плановым дефицитом. 



63 

Пример 4. Продажи со скидками. 

Магазин «Медвежонок» продает игрушечные гоночные машинки. В зависи-

мости от размера заказа фирма предлагает скидки: 

Вариант скидки 1 2 3 

Размер заказа, шт. 0+1000 1000+2000 Более 2000 

Размер скидки, % 0 4 5 

Цена со скидкой, руб. 5,00 4,80 4,75 

Издержки заказа составляют 49 руб. Годовой спрос на машинки равен 

5000. Годовые издержки хранения в процентном отношении к цене состав-

ляют 20%. Найдите размер заказа, минимизирующий общие издержки. 

Решение. Рассчитаем 
Q  для каждого вида скидок: 7001 Q , 7142 

Q , 

7183 
Q . 

Так как 

1Q  находится в интервале между 0 и 1000, то его необходимо 

взять равным 700. Оптимальный объем со скидкой 

2Q . Меньше количества, 

необходимого для получения скидки, следовательно, его необходимо при-

нять равным 1000 единиц. Аналогично 

3Q  берем равным 2000 единиц. 

Получим: 7001 Q , 10002 
Q , 20003 

Q . Далее необходимо рассчитать 

общие издержки для каждого размера заказа и вида скидок, а затем выбрать 

наименьшее значение. Расчеты приведены в следующей таблице: 

 

Вариант скидки 1 2 3 

Цена со скидкой, руб. 5,00 4,80 4,75 

Размер заказа, шт. 700 1000 2000 

Стоимость товара за год, руб. 25000 24000 23750 

Годовые издержки заказа, руб. 350,0 245,0 122,5 

Годовые издержки хранения, 

руб. 

350 480 950 

Общие годовые издержки, руб. 25700,0 24725,0 24822,5 

Выберем тот размер заказа, который минимизирует общие годовые издерж-

ки. Из таблицы видно, что заказ в размере 1000 игрушечных машинок будет 

минимизировать совокупные издержки. 

Пример 5. Создание запаса продукции при дискретном спросе.  
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Небольшой салон специализируется на продаже видеомагнитофонов 

стоимостью 2000 руб. Затраты на хранение единицы продукции составляют 

500 руб. Изучение спроса, проведенное в течение месяца, дало следующее 

распределение числа покупаемых видеомагнитофонов: 

Спрос, шт. 3 4 5 6 7 

вероятность 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1 

 

Найдите оптимальный размер запаса. 

Решение. Доказано, что при дискретном случайном спросе суммарные 

затраты  



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)()()()()(
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запаса S*, удовлетворяющем неравенству )1()( 


  SF
BH

B
SF , где 


 HB

B
 — плотность убытков, )()( SDPSF   — функция распределения 

величины спроса. Вычислим плотность убытков: 8,0
2500

2000





HB

B
. 

Найдем значения функции распределения величины спроса: 

Запас, шт. 3 4 5 6 7 Более 7 

Спрос, шт. 3 4 5 6 7 Более 7 

)(SF  0,0 0,1 0,3 0,6 0,9 1,0 

Оптимальный размер запаса продукции удовлетворяет неравенству 

)7(8,0)6( FF  . Следовательно, размер запаса в 6 единиц будет оптималь-

ным. 
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УПРАЖНЕНИЯ 

1. В течение 10 дней наблюдалось следующее изменение запасов: первона-

чальный запас равен нулю, в следующие двое суток товары поступали на 

склад непрерывно и равномерно по 500 шт. в день, расходования запасов не 

происходило; в следующие четыре дня спрос на имеющиеся в запасе товары 

был непрерывным и равномерным и равнялся 250 шт. в день, пополнения за-

пасов не происходило; в следующие четыре дня потребность в товарах изме-

нилась до 200 шт. в день, с целью удовлетворения спроса и пополнения запа-

сов ежедневно на склад доставлялось 300 шт. (поставки на склад и со склада 

происходили равномерно и непрерывно). Нарисуйте график изменения запа-

сов для 10-дневного периода, определите величину запасов на складе к концу 

периода. Вычислите средний уровень запасов для всего периода. 

2. Фирме по строительству судов требуется 20000 заклепок в год, расходуе-

мых с постоянной интенсивностью. Организационные издержки составляют 

0,5 тыс. р. за партию, цена одной заклепки — 10 р. Издержки на хранение 

одной заклепки оценены в 12,5% ее стоимости. Найти оптимальный размер 

партии поставки, оптимальную продолжительность цикла и оптимальное 

число поставок за год. 

3. Известно, что издержки выполнения заказа — 2 ден. ед., количество това-

ра, реализованного за год, — 1000 шт., закупочная цена единицы товара — 5 

ден. ед., издержки хранения — 20% от закупочной цены. Определить наибо-

лее оптимальный размер заказа. 

4. Система управления запасами некоторого товара подчиняется основной 

модели. Каждый год с постоянной интенсивностью спрос составляет 15000 

ед. товара, издержки на организацию поставки составляют 10 р. на партию, 

цена единицы товара — 30 р., а издержки на ее хранение — 7,5 р. в год. 

Найти оптимальный размер партии, число поставок, продолжительность 

цикла. 

5. Интенсивность равномерного спроса — 2000 ед. товара в год. Организаци-
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онные издержки для одной партии — 20 тыс. р., цена единицы товара — 1 

тыс. р., издержки содержания запаса — 100 р. за единицу товара в год. Найти 

оптимальный размер партии, предполагая, что система описывается основ-

ной моделью. 

6. Предприниматель имеет стабильный месячный спрос на товар в количе-

стве 50 ед. Товар он покупает у поставщика по цене 6 ден. ед. за штуку, при-

чем издержки на оформление поставки и другие подготовительные операции 

составляют в каждом случае 10 ден. ед. Как часто предприниматель должен 

пополнять свой запас товаров, если затраты на хранение равны 20% цены то-

вара? 

7. Фирма вместо оптимального значения партии товара Q в основной модели 

поставок заказала на 50% больше. На сколько изменятся общие издержки на 

содержание запасов и организацию поставок по сравнению с оптимальным 

вариантом поставок товара? 

8. Фирма вместо оптимального значения партии товара Q в основной модели 

поставок заказала на 50% меньше. На сколько изменятся общие издержки на 

содержание запасов и организацию поставок по сравнению с оптимальным 

вариантом поставок товара? 

9. Известно, что издержки выполнения заказа равны 10 ден. ед., годовой 

спрос на товар — 1470 т, оптимальный размер партии поставки — 35 т. 

Определить годовые затраты на выполнение заказа. 

10. Пользующийся спросом товар продается со средней скоростью 45 ед. в 

день, а производится со скоростью 450 ед. в день. Затраты на организацию и 

доставку товара составляют 5 тыс. р. за партию, издержки хранения запасов 

равны 20% стоимости товара. Стоимость товара складывается следующим 

образом: заработная плата обслуживающего персонала составляет 0,4, расхо-

ды на материалы — 0,5, накладные расходы — 0,6 (р. за единицу товара, для 

каждой единицы товара эти значения суммируются). Найти оптимальный 

размер партии и минимальные общие затраты, связанные с образованием за-
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паса (в расчете на единицу товара в течение года). В году — 300 рабочих 

дней. 

11. Интенсивность спроса в модели производственных поставок составляет 

четверть скорости производства, которая равна 20000 ед. товара в год. Орга-

низационные издержки для одной партии равны 150 р., а издержки хранения 

единицы товара в течение года — 5р. Определить оптимальный размер пар-

тии. 

12. Система управления запасами описывается моделью производственных 

запасов. Спрос товара — 1500 шт. в год, цена — 200 р., издержки товара в 

течение года — 20 р., организационные издержки — 1000 р. В течение года 

может быть произведено 4500 шт. товара при полной загрузке производ-

ственной линии. Нарисуйте график изменения запасов, вычислите оптималь-

ный размер партии, продолжительность поставки, продолжительность цикла 

и средний уровень запасов. 

13. Фирма, выступающая в качестве посредника, обязуется поставлять заводу 

по производству двигателей 5 коленчатых валов в день. Руководство фирмы 

решает доставлять коленчатые валы на свой склад партиями, причем в каж-

дой содержится 150 шт. и они рассчитаны на 30-дневный срок. За один про-

сроченный день в поставке коленчатого вала заводу фирма выплачивает 

штраф 200 р. Издержки хранения одного коленчатого вала были оценены в 

250 р. за неделю, организационными затратами можно пренебречь. Найти оп-

тимальный уровень запасов и продолжительность соответствующего ему пе-

риода дефицита. Вычислите уменьшение затрат при оптимальной политике 

управления запасами по сравнению с политикой, когда в начале каждого пе-

риода на склад поступает 150 коленчатых валов. 

14. Андрей, торговый агент компании Volvo, занимается продажей последней 

модели этой марки автомобиля. Годовой спрос на эту модель оценивается в 

4000 единиц. Цена каждого автомобиля равна 90 тыс. руб., а годовые из-

держки хранения составляют 10% от цены самого автомобиля. Анализ пока-
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зал, что средние издержки заказа составляют 25 тыс руб. на заказ. Время вы-

полнения заказа – 8 дней. Ежедневный спрос на автомобили равен 20. Чему 

равны оптимальный размер заказа, точка восстановления, совокупные из-

держки, оптимальное количество заказав в год. 

15. Мистер Бобров приобретает в течение года 1500 телевизоров для рознич-

ной продажи в своем магазине. Издержки хранения каждого телевизора рав-

ны 45 руб. в год. Издержки заказа — 150 руб. Количество рабочих дней в го-

ду равно 300, время выполнения заказа — 6 дней. Каков оптимальный размер 

заказа? Чему равны годовые издержки заказа? Чему равна точка восстанов-

ления запаса? 

16. Анна Васильева из компании «Сюрприз» продает 400 водяных кроватей в 

год, причем издержки хранения равны 1 тыс. руб. за кровать в день, а из-

держки заказа — 40 тыс. руб. Количество рабочих дней равно 250, время вы-

полнения заказа — 6 дней. Каков оптимальный размер заказа? Чему равна 

точка восстановления запаса? Каков оптимальный размер заказа, если из-

держки хранения равны 1,5 тыс. руб.? 

17. Мекки Мессер владеет маленькой компанией, которая выпускает элек-

трические ножи. В среднем она может производить 150 ножей в день. Днев-

ной спрос на ножи примерно равен 40 шт. Фиксированные издержки произ-

водства составляют 100 руб., издержки хранения — 8 руб. за нож в год. В го-

ду 250 рабочих дней. Каков оптимальный размер производственного заказа? 

Чему равны издержки хранения? Чему равны совокупные издержки за год? 

18. Годовой заказ на тостер «Слава» для магазина Марии Монеты — 3000 

единиц, или 10 единиц в день. Издержки заказа равны 25 руб., издержки хра-

нения — 0,4 руб. в день. Так как тостер «Слава» очень популярен, то в случае 

отсутствия товара покупатели обычно согласны подождать, пока не поступит 

следующая партия товара. Однако издержки вследствие дефицита равны 0,75 

руб. за тостер в день. Сколько тостеров будет заказывать Мария? Каков мак-

симальный дефицит? Чему равны совокупные издержки? 
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19. Мебельный салон «Антик» продает в год около 1000 спальных гарниту-

ров по цене 50 тыс. руб. Размещение одного заказа на поставку гарнитуров 

обходится в 40 тыс. руб. Годовая стоимость хранения гарнитура составляет 

25% его цены. Салон может получить у поставщика скидку в 3%, если размер 

заказа составит не менее 200 гарнитуров. Следует ли салону воспользоваться 

этой скидкой? 

20. Магазин «Все для дома» закупает линолеум размером 2м 32  в компании 

«Химические товары». В зависимости от размера заказа компания предлагает 

следующие скидки: 

Размер заказа 9 кусков или менее 10-50 кусков 50 кусков и более 

Цена 1 куска, тыс. 

руб. 

18 17,5 17,25 

Издержки заказа равны 45 тыс. руб. Годовые издержки хранения составляют 

50% от закупочной цены, годовой спрос на линолеум равен 100 кускам. 

Определите оптимальный размер заказа. 
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