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Введение 
 

Математический анализ является одним из базовых 

разделов для специалистов в области технических и есте-

ственных наук. В настоящее время обучающимся всё боль-

шую долю работы по освоению учебного материала прихо-

дится выполнять самостоятельно. В помощь этому про-

цессу и создано данное учебно-методическое пособие.  

Учебно-методическое пособие посвящено основным 

методам вычисления пределов различных функций в точке. 

В начале каждого параграфа приводится теоретический ма-

териал, затем подробно разбираются примеры, после кото-

рых предлагаются задачи для самостоятельного решения.  

Предлагаемое пособие может быть полезно не только 

обучающимся, начинающим знакомство с вычислением 

пределов, но также и магистрантам, аспирантам, желающим 

восстановить свои знания в этой области.  

Преподаватели, ведущие занятия по данному разделу 

курса высшей математики, также могут найти здесь при-

меры для решения на практических занятиях. Пособие мо-

жет быть использовано преподавателями математики при 

подготовке к лекционным и практическим занятиям. 

Теория пределов – это один из разделов математиче-

ского анализа.  

Интуитивно понятие о предельном переходе при вы-

числении площадей и объемов различных геометрических 

тел использовалось еще учёными Древней Греции, осо-

бенно в работах древнегреческого математика, физика и ин-

женера Архимеда (287 до н.э. – 212 до н.э.). 

Дальнейшее своё применение теория пределов полу-

чила при создании дифференциального и интегрального ис-

числений в 17 веке, прежде всего в работах английского фи-

зика, математика, механика и астронома Исаака Ньютона 

(1642-1727). Впервые определение понятия предела было 

http://ru.solverbook.com/spravochnik/predely/
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введено в работе английского математика Джона Валлиса 

(1616-1703) «Арифметика бесконечных величин».  

Исторически понятие предела не лежало в основе диф-

ференциального и интегрального исчислений. Только лишь 

в 19 веке в работах великого французского математика и ме-

ханика Огюстена Луи Коши (1789-1857) теория пределов 

была использована для строгого обоснования математиче-

ского анализа. Дальнейшим развитием этой теории занима-

лись немецкий математик Карл Теодор Вильгельм Вейер-

штрасс (1815-1897) и чешский математик, философ и теолог 

Бернард Больцано (1781-1848). 

В курсе математического анализа понятие предела яв-

ляется одним из основных. С помощью предела вводятся 

производная и определенный интеграл. 
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§ 1 Числовые множества.  

Числовые промежутки. Окрестность точки 

 

 Понятие множества является одним из основных 

неопределяемых понятий математики. Под множеством 

понимают совокупность (собрание, семейство …) некото-

рых объектов, объединенных по какому-либо признаку. Так 

можно говорить о множестве студентов университета, о 

множестве рыб в Черном море, о множестве всех натураль-

ных чисел и т.д. 

 Объекты, из которых состоит множество, называют 

его элементами. Множества принято обозначать заглав-

ными буквами латинского алфавита      A, B,…, X, Y,.., а их 

элементы – малыми буквами a, b, …, x, y,… 

Если элемент x принадлежит множеству X, то записы-

вают Xx ,      запись Xx означает, что элемент x не при-

надлежит множеству X. Множество, не содержащее ни од-

ного элемента, называется пустым и обозначается симво-

лом Ø.  

 Элементы множества записывают в фигурных скоб-

ках, внутри которых они перечислены (если это возможно), 

либо указано общее свойство, которым обладают все эле-

менты данного множества. Например, запись  1,4,23A  

означает, что множество А состоит из трех чисел 1, 4 и 23; 

запись  20:  xxA  означает, что множество А состоит 

из всех действительных (если не оговорено иное) чисел, 

удовлетворяющих неравенству 20  x . 

 Определение 1.1. Множество А называется подмно-

жеством множества В, если каждый элемент множества А 

является элементом множества В. Символически это обо-

значают так BA  («А включено в В») или AB  («множе-

ство В включает в себя множество А»). 



7 

 

 

 

 Говорят, что множества А и В равны или совпадают, 

и пишут А=В, если BA  и AB  . Другими словами, мно-

жества, состоящие из одних и тех же элементов, называются 

равными. 

 Определение 1.2. Объединением (или суммой) мно-

жества А и В называется множество, состоящее из элемен-

тов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из 

этих множеств. Объединение (сумму) множеств обозна-

чают BA  (или А+В). Кратко можно записать 

 BxилиAxxBA  : . 

 Определение 1.3. Пересечением (или произведе-

нием) множеств А и В называется множество, состоящее из 

элементов, каждый из которых принадлежит множеству А и 

множеству В. Пересечение (произведение) - BA  (А·В). 

Кратко:  BxиAxxBA  : . 

 Определение 1.4. Множества, элементами которых 

являются числа называются числовыми. Множества бывают 

конечными и бесконечными. 

Примерами числовых множеств являются: 

N = {1; 2; 3;…; n;…} – множество натуральных чисел; 

Z0 = {0; 1; 2;…; n;…} – множество целых неотрица-

тельных чисел; 

Z = {0;  1;  2;…;  n;…} – множество целых чисел; 

Q = {
n

m
: mZ, nN} – множество рациональных чи-

сел; 

R – множество действительных чисел. 

 Между этими множествами существует соотноше-

ние RQZZN  0 . 
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Множество R содержит рациональные и иррациональ-

ные числа. Всякое рациональное число выражается или ко-

нечной десятичной дробью, или бесконечной периодиче-

ской дробью.  

Так, 5,0
2

1
  (=0,500…), ...333,0

3

1
  - рациональные 

числа. Действительные числа, не являющиеся рациональ-

ными, называются иррациональными. Иррациональное 

число выражается бесконечной непериодической дробью.  

Так, ...1415926,3...,4142356,12    - иррациональ-

ные числа. Множество действительных чисел есть множе-

ство всех бесконечных десятичных дробей. 

Пусть а и b – действительные числа, причем а<b. 

Определение 1.5. Числовыми промежутками (интер-

валами) называют подмножества всех действительных чи-

сел, имеющих следующий вид: 

[a; b] = {x: bxa  } – отрезок (сегмент, замкнутый 

промежуток – множество чисел х, удовлетворяющих нера-

венству bxa  ):  

 
(a; b) = {x: a x b  } – интервал (открытый промежу-

ток): 

 
[a; b) = {x: a x b  }; (a; b]= {x: a x b  } – полуот-

крытые интервалы (или полуоткрытые отрезки): 
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(-∞; b]= {x: x b }; 

                                               

[a;+∞)= {x: x a }; 

(-∞; b)= {x: x b };           

                                     

(a;+∞)= {x: x a }; 

   ; : xx R        – бесконечные интервалы 

(промежутки). 

Пусть х0 – любое действительное число (точка на чис-

ловой прямой). 

Определение 1.6. Окрестностью точки х0 называется 

произвольный достаточно малый интервал (a; b), содержа-

щий внутри себя точку х0.  

 

a<х0 <b 

 

 
 

Часто рассматривается в математике случай, когда х0 

является серединой интервала от a до b. В этом случае  х0 

называется центром интервала (окрестности) от a до b, а 

величина 
2

ab 
- радиус окрестности. 

2

ab 
=R. 

 Если радиус окрестности точки х0 равен эпсилон  , 

то окрестность называют  - окрестностью. 
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§ 2 Абсолютная величина действительного  

числа и ее свойства 

 

 Определение 2.1. Абсолютной величиной (модулем) 

действительного числа а называется выражение: 

 

 
 

Модуль числа а есть само число а, если а больше или 

равно нулю и число, взятое с противоположным знаком, 

если а меньше нуля. Модуль числа всегда положительное 

число. 

 

Свойства абсолютных величин 

1. Модуль суммы baba  , то есть абсолютная 

величина суммы двух чисел не превосходит суммы абсо-

лютных величин слагаемых. 

Например, 2 3 2 3 2 3 5        или 1<5 
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                   2 3 2 3 2 3 5          или 5=5. 

2. Абсолютная величина разности двух чисел не 

меньше разности абсолютных величин этих чисел 

baba  . 

Например, 4 2 4 2 4 2 2       или 2=2 

                   4 2 4 2 4 2 2        или 6>2.  

3. Абсолютная величина произведения действитель-

ных чисел равна произведению абсолютных величин 

baba  . 

4. Абсолютная величина частного двух действитель-

ных чисел равна частному абсолютных величин делимого и 

делителя 0,  b
b

a

b

a
. 

5. Неравенство a   равносильно двум неравен-

ствам .a      

Отсюда неравенство a b    равносильно неравен-

ствам .b a b      

Аналогично a a       и 

.a b b a b        

Замечание. Свойства 5 справедливы и для знака .  
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§ 3 Числовая последовательность.  

Предел числовой последовательности 

 

Определение 3.1. Бесконечное множество чисел, каж-

дое из которых зависит одинаковым образом от своего по-

рядкового номера, называется бесконечной числовой после-

довательностью. 

   ...,...,,, 21 nn xxxx  , где x1, x2 – члены последователь-

ности, xn–n-й член последовательности. 

Числовая последовательность задана, если изве-

стен закон, по которому каждому натуральному n ста-

вится в соответствие определенное число xn. 

 

Пример: 

  ...,...,,3,2,1 nN   

















,...
2

1
...,,

8

1
,

6

1
,

4

1
,

2

1

2

1

nn
 номер 

числовой последовательности совпадает с его значением. 

Изобразим на координатной прямой члены числовой после-

довательности:  

 
По мере возрастания порядкового номера члены чис-

ловой последовательности 0
2

1










n
 неограниченно при-

ближаются к нулю, но никогда равными нулю не будут.  

Ноль – предел этой числовой последовательности. 

Определение 3.2. Число а называется пределом чис-

ловой последовательности, если для любого сколь угодно 

малого положительного числа   найдется такое положи-
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тельное число N, что как только номер члена числовой по-

следовательности станет больше N, так сразу же выполня-

ется неравенство:  

 

nx а    (3.1) 

                                                                                                      

В этом случае пишут аxx nn
n




limlim  или аxn   

при n  и говорят, что последовательность  nx  (или пе-

ременная xn, пробегающая последовательность x1, x2,…) 

имеет предел равный числу а (или xn  стремится к а). Гово-

рят также, что последовательность  nx  сходится к а.  

Выясним геометрический смысл определения предела 

последовательности. 

Неравенство (3.1) равносильно неравенствам: 

n nx а x а       или nа x а    , 

которые показывают, что элемент xn находится в  - 

окрестности точки а. 

 

 
 

Геометрически определение предела числовой после-

довательности обозначает, что если число а является преде-

лом числовой последовательности общим членом xn, то в 

- окрестности точки а содержится бесчисленное множество 

членов числовой последовательности, а за ее пределами 

лишь конечное число членов.  
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Рассмотрим ряд примеров: 

1. Пусть переменная величина 
1


n

n
xn  (n=1, 2, 3, 

….). Тогда Х={xn} = { ,...
4

3
,

3

2
,

2

1
}, то есть 1lim 


n

n
x . 

 

 
 

2. Пусть 
 

n
x

n

n

1
  (n=1, 2, 3, ….). Тогда Х={xn}={

,...
3

1
,

2

1
,1  }, т.е. 0lim 


n

n
x . 

 

 
 

3. Пусть хn=2n (n=1, 2, 3, ….). Тогда Х={xn}={2, 4, 8…}, 

т.е. 


n
n

xlim . 

 

 
 

4. Пусть хn=-(2n) (n=1, 2, 3, ….). Тогда Х={xn}={-2, -4, 

-8,…}, т.е. 


n
n

xlim . 

 

5. Пусть хn 0, yn 0, при n∞ 
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а)  n
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x
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1
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1
 

б) 0
111
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1

,
1

22


nnny

x

n
y

n
x

n

n

nn  

в) n
n

n

n

n

n

n
nny

x

n
y

n
x )1(

1)1(
,

1
,

)1(






 - 

n
n

x


lim  

не существует, т.к. при нечетном n он равен –1, а при четном 

равен 1. Нет определенного числа, к которому стремилось 

бы данное переменное. 

 
 

Определение 3.3. Последовательность называется 

ограниченной, если существуют два числа а и b, такие что 

при всех n выполняется неравенство na x b  , при этом го-

ворят, что последовательность ограничена снизу числом а, 

а сверху числом b. 

Определение 3.4. Последовательность, имеющая пре-

дел, называется сходящейся, а последовательность, не име-

ющая предела, называется расходящейся. 

 

§ 4 Постоянные и переменные величины 

 

 Величиной называется все то, что можно измерить и 

выразить числом (вес тела, объем, длина и др.). В некоторых 

случаях величины изменяются, а в некоторых не изменя-

ются. В своей деятельности человек сталкивается с двумя 

величинами (постоянными и переменными). 



16 

 

 

 

Определение 4.1. Постоянной величиной называется 

величина, которая в процессе изучения некоторого явления 

не меняет своего численного значения. 

Определение 4.2. Переменной величиной называется 

величина, которая в процессе какого-либо явления прини-

мает хотя бы два числовых значения. 

Пример 1. При равномерном движении скорость по-

стоянная величина, а время и расстояние величины пере-

менные. 

Пример 2. Абсолютно постоянной величиной в гео-

метрии является отношение длины окружности к длине сво-

его диаметра, равное числу  (пи). Итак, в любом явлении 

  (пи) постоянная абсолютная величина  =3,1415926….. 

Любую постоянную величину в математике часто рас-

сматривают как частный случай переменной величины, у 

которой все численные значения одинаковы. 

Определение 4.3. Числовые значения, принимаемые 

переменной величиной, образуют множество ее значений, 

которые называются ее областью изменения. 

Определение 4.4. Переменная величина называется 

возрастающей, если каждое последующее ее значение 

больше предыдущего. Переменная величина называется 

убывающей, если каждое последующее ее значение меньше 

предыдущего. 

Определение 4.5. Возрастающая постоянная вели-

чина называется монотонно возрастающая, а убывающая 

монотонно убывающая. 

Определение 4.6. Переменная величина x называется 

ограниченной, если найдется такое постоянное положитель-

ное число 0М , что все последующие значения перемен-

ной, начиная с некоторого момента, удовлетворяют усло-

вию: 

MxMMx   
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§ 5 Бесконечно малые и бесконечно  

большие величины 

 

 Иногда математический анализ (дифференциальное 

и интегральное исчисления) называют анализом бесконечно 

малых величин. Рассмотрим два вида переменных величин: 

бесконечно малые и бесконечно большие.  

 Построим две параллельные прямые a и b. Найдем 

кратчайшее расстояние от прямой a до b. Получим отрезок 

АВ (перпендикуляр от a к b). На прямой а отметим произ-

вольно точку О, на прямой b справа от точки А – точку М. 

Соединим точки О и М. Точкой пересечения отрезков АВ и 

ОМ является точка С. Выполним движение точки М по ниж-

ней прямой неограниченно вправо от точки А. Получим 

точку M′. При каждом движении точки М мы все время бу-

дем соединять ее с точкой О на верхней прямой. Таким об-

разом, длина отрезка АВ – постоянная величина, длины от-

резков АС, СВ, АМ – переменные при движении точки М. 

 

 
 

Где a׀׀b, AB=a– постоянная величина, AC=x – пере-

менная величина, BC=α – бесконечно малая величина, 

AM=z – бесконечно большая величина. 
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 Определение 5.1. Переменная величина α называ-

ется бесконечно малой величиной (б.м.в.), если в процессе 

изменения она, начиная с некоторого момента, становится 

и впредь остается меньше по абсолютной величине наперед 

заданного как угодно малого положительного числа э́пси-

лон  , т.е.   . 

 Определение 5.2. Бесконечно большой величиной 

(б.б.в.) называется переменная Z, которая в процессе своего 

изменения, начиная с некоторого момента, становится и 

впредь остается по абсолютной величине больше как 

угодно большого наперед заданного положительного числа 

М, М > 0, т.е. Z M . 

Замечание 1. Нельзя смешивать понятия бесконечно 

малая и ничтожно малая величины, так как постоянная ве-

личина – ничтожно малая величина, а бесконечно малая ве-

личина – переменная величина. 

 Замечание 2. Из всех постоянных величин число 0 

(ноль) можно считать б.м.в., так как 0  : 0< . 

 Справедливы утверждения: 

1) сумма конечного числа бесконечно малых величин 

есть величина бесконечно малая; 

2) произведение бесконечно малой величины на огра-

ниченную величину есть величина бесконечно малая; 

3) произведение бесконечно малой величины на по-

стоянную величину есть величина бесконечно малая; 

4) величина обратная бесконечно малой, есть вели-

чина бесконечно большая; 

5) величина обратная бесконечно большой величине, 

есть величина бесконечно малая. 
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§ 6 Предел переменной величины. 

Основные теоремы о пределах 

 

В данном параграфе будем рассматривать совокуп-

ность функций, которые зависят от одного и того же аргу-

мента x, при этом x a  или .x   Иногда не будем пи-

сать ни x a , ни x  , подразумевая то или другое. 

Определение 6.1. Постоянная величина а называется 

пределом переменной величины х, если при изменении пе-

ременной их абсолютная величина разности, начиная с не-

которого момента, становится и впредь остается меньше 

наперед заданного, сколь угодно малого положительного 

числа ε, т.е. x a   . 

Обозначается символически: ax lim . 

На основании этого определения заключаем, что их 

разность есть величина бесконечно малая. Поэтому можем 

записать основную формулу теории пределов: 

 

 

 

(6.1) 

 

Это означает, что если известен предел переменной 

величины, то эту переменную можно представить в виде ал-

гебраической суммы этого предела и бесконечно малой ве-

личины. И, наоборот, если переменную можно представить 

в виде суммы постоянной и бесконечно малой величины, то 

эта постоянная является пределом переменной. 

На основании этого определения и определения бес-

конечно малой величины заключают: 

1. Переменная отличается от своего предела на вели-

чину бесконечно малую. 
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2. Предел бесконечно малой величины равен нулю, то 

есть limα=0. 

3. Предел бесконечно большой величины есть неопре-

деленность, limz=±∞. 

 

Основные теоремы о пределах 

 Теорема 6.1. Если пределы конечного числа пере-

менных существуют, то существует предел их суммы (раз-

ности), равный сумме (разности) этих пределов: 

 

1 2 1 2lim( ) lim lim .y y y y    

 

 Теорема 6.2. Если существуют пределы переменных 

величин y1 и y2, то существует и предел их произведения, 

равный произведению этих пределов: 

 

1 2 1 2lim( ) lim lim .y y y y    

 

 Теорема 6.3. Если существуют пределы переменных 

величин y1 и y2, то существует предел их частного, равный 

частному пределов этих переменных: 

 

1 1
2

2 2

lim
lim (lim 0).

lim

y y
y

y y
   

 

Следствия: 

1. Предел постоянной величины равен самой постоян-

ной:  

limC C , (С-const) 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак 

предела, то есть:  

lim lim .C x C x    
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3. Если существует предел переменной величины х, то 

существует предел степени этой величины, равный степени 

ее предела, то есть:  

 lim lim .
nnx x  

4. Если существует предел переменной величины y, то 

существует предел корня из этой переменной, равный 

корню предела величины, то есть:  

lim lim .m my y  

5. Если существует предел переменной величины z, то 

существует предел логарифма этой переменной, равный ло-

гарифму предела величины, то есть:  

limlog log lim .a az z  

Правило: для того, чтобы вычислить предел выраже-

ния, необходимо подставить в выражение вместо перемен-

ной ее предельное значение. 

 

Примеры: Вычислить пределы: 

 

    243534lim5lim4lim5limlim45lim 2

3

2

333

2

3

2

3



xxxxxx

xxxxxx

 

0
5

0

21413

11312

243

132
lim

2

2

2

2

1











 xx

xx

x
 

 












5

0

1
5

0

5

2)2()2(

7)2(3)2(

2

73
lim

2

2

2

2

2 xx

xx

x
 

 

 



 

2
2

 

 Примеры: 

 
2 2

2 22

2 10 2 2 2 10 0
1. lim

6 2 2 6 0x

x x

x x

      
        

 

   21

2 xxxxacbxax  , где x1, x2 – корни 

трёхчлена, либо по теореме Виета: 

a

c
xx

a

b
xx  2121 , . 

Либо используя формулу нахождения дискриминанта: 
2 4D b ac  ,  

1) D >0, 
1,2

2

b D
x

a

 
 ; 

2) D =0, 
1 2

2

b
x x

a


  ; 

3) D <0, корней не имеет. 

2x2+x-10=0, 
2

5
,2 21  xx  

x2+x-6=0, x1=2, x2=-3, тогда 

Правило раскрытия неопределённости 

вида 








0

0
 

 

Чтобы раскрыть неопределённость дан-

ного вида необходимо разложить чис-

литель и знаменатель на множители, и 

сократить под знаком предела. 



 

 

 

 

2
3

 

 

  2 2

5
2 2

2 5 2 2 5 92
lim lim 1,8.

2 3 3 2 3 5x x

x x
x

x x x 

 
          
   

 

 

  
  

23 2 2

21 1 1

1 5 66 11 6 0 5 6 2
2. lim lim lim 2.

3 2 0 1 2 2 1x x x

x x xx x x x x

x x x x x  

       
            

 

При разложении числителя на множители воспользовались правилом деления многочлена на мно-

гочлен «углом». Так как число x=1 является корнем многочлена x3–6x2+11x–6 (то есть надо чис-

литель и знаменатель дроби разделить на (x-a), то при делении получим: 

 



 

 

 

 

2
4

 

При разложении знаменателя на множители воспользовались формулой 
2 4D b ac  , D >0, 

1,2
2

b D
x

a

 
 . 

2 3 2 0x x   , 1, 3, 2a b c     

 
2

3 4 1 2 9 8 1,D          

1

3 1
2

2
x


  , 

2

3 1
1

2
x


  . 

Тогда,   2 3 2 1 2 .x x x x      

 

 
  

 
 

0 0

0 0

1 10
3. lim lim

01 1 1 1 1 1

1 1
lim lim 1 1 2.

1 1

x x

x x

x xx

x x x

x x
x

x

 

 

  
          

 
    

 
 

Правило раскрытия неопределённости 

вида 








0

0
 

Чтобы раскрыть неопределённость дан-

ного вида необходимо умножить числи-

тель и знаменатель на выражение, сопря-

женное числителю и (или) знаменателю. 



 

 

 

 

2
5

 

3

3 3 3 3

2 32 3

3 3 3

2 3

3

2 5 1
2 5 1

4. lim lim
4 74 7

5 1
2

2 0 0 2
lim .

4 1 0 0 7 7
7

xx

x

x x
x x x x x

x xx x

x x x

x x

x x





 
   

      
 

 
 

   
 

 

 

Правило раскрытия неопределённости 

вида 











 

 

Чтобы раскрыть неопределённость дан-

ного вида необходимо разделить выраже-

ние почленно на самую высокую степень x, 

встречающуюся в членах дроби, 

или 

если предел двух многочленов 

,
...

...
lim

)(

)(
lim

22

1

22

11

1

11

lxkxbxa

lxkxbxa

xQ

xP
mm

nn

x
m

n

x 










 

тогда 

















.,
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,,0

2

1

mnесли

mnесли
a

a

mnесли





 

 



 

 

 

 

2
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2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

5. lim 1 1

1 1 1 1
lim

1 1

1 1 2
lim lim

1 1 1 1

2
0.

x

x

x x

x x

x x x x

x x

x x

x x x x





 

     

      
 

  

  
  

     

 


 

Правило раскрытия неопределённости 

вида  
 

Чтобы раскрыть неопределённость дан-

ного вида необходимо умножить и разде-

лить на выражение сопряженное данному 
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Определение 6.2. Выражения вида: 

1) бесконечно малая деленная на бесконечно малую 










0

0
 

2) бесконечно большая деленная на бесконечно боль-

шую 











; 

3) бесконечно большая минус бесконечно большая (∞-

∞); 

4) бесконечно малая умноженная на бесконечно боль-

шую (0·∞); 

5) бесконечно малая в степени бесконечно большой 

(0∞); 

6) бесконечно большая в степени бесконечно малой 

(∞0); 

7) бесконечно малая в степени бесконечно малой (00); 

8) переменная, стремящаяся к единице в степени бес-

конечно большой (1∞). 

называются неопределённостями, которые раскрываются с 

помощью теории пределов. 

 

Задания для практических занятий 

 

Вычислить пределы: 

 

1. lim(
𝑥→4

1

2
𝑥3 − 𝑥 + 2); 

 
12. 

2

25

2 11 5
lim ;

3 14 5x

x x

x x

 

 
 

 

2. lim
𝑥→2.5

√4𝑥 − 1; 

 
13. 

2

24

5 4
lim ;

2 8x

x x

x x
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3.lim
𝑥→6

[𝑥√𝑥2 − 20 − lg(𝑥 +

√𝑥2 − 20)]; 
  

14. 

3 2

3

2 5
lim ;

3 1x

x x

x x

 

 
 

4. 23

2 5
lim ;

7 12x

x

x x



 
    15. 

3

2

2
lim ;

1x

x x

x x 

 

 
 

 

5. 

3 2

5 3 20

5 6
lim ;

4 2x

x x

x x x



 
 16. 

3

4 2
lim ;

3 1x

x x

x x 



 
 

 

6. 

3

0

(1 ) 1
lim ;
x

x

x

 
 17. 

32

1 2
lim ;

2 8x x x

 
 

  
 

 

7. 

3

2

8
lim ;

2x

x

x




 18. 

2

0

1 1
lim ;
x

x x

x

  
 

 

8. 
  

2

21

3

9 1
lim ;

3 1 1x

x

x x 



 
 19. 

2

2

2
lim ;

4 1 3x

x x

x

 

 
 

 

9. 

2

27

8 7
lim ;

( 7)x

x x

x

 


 20. 

2

25

4 16
lim ;

3 6 5 9x

x x

x x x

  

   
 

10. 

2

31

2 3 1
lim ;

1x

x x

x 

 


 21.  2lim 4 ;

x
x x


   

 

11. 

2

22

14 32
lim ;

6 8x

x x

x x

 

 
 22.  2lim 4 3 .

x
x x x
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Задания для самостоятельной работы 

 

Вычислить пределы: 

 

1. 

2

21

( 1)
lim ;

4 5x

x

x x



 
 6. 

21

1 2
lim ;

1 1x x x

 
 

  
 

2. 

2

22

2 8
lim ;

2 5 2x

x x

x x 

 

 
 7. 

2

4

6 8
lim ;

2x

x x

x

 


 

3. 

2

23

4 11 3
lim ;

3 10 3x

x x

x x 

 

 
 8. 

0

3 3
lim ;
x

x

x

 
 

4. 

2

2

3 12
lim ;

6 5x

x x

x x 

 

  
 9.  2 2lim 1 1 ;

x
x x


    

5. 

3 2

4 2

2 1
lim ;

5 3x

x x

x x 

 

 
 10.  2lim 3 2 .

x
x x x


    

 

§ 7 Первый замечательный предел 

 Выражение 
x

xsin
 при х→0 является неопределен-

ностью вида 








0

0
. 

Для раскрытия этой неопределенности воспользуемся 

единичной окружностью (R=1). Построим центральный 

угол х (х - радианная мера угла; 0<х<π/2)  х=АОД и пусть 

АВ – длина перпендикуляра, опущенного из точки А на ра-

диус ОД, и СД – отрезок касательной к окружности, прове-

денной в точке Д до точки пересечения ее с продолженным 

радиусом ОА.  
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Тогда АВ – линия синуса (AB=sin x); дуга АD ( AD) 

соответствует углу х; СD – линия тангенса (CD=tg x). Из 

определения и геометрических соображений получаем не-

равенства: 

 

АВ< АD<СD, то есть 

sin x<x<tg x,  

 

Разделим эти неравенства на sinx: 1<
x

x

sin
<

xcos

1
 

и запишем величины обратные этим неравенствам: 

 1>
x

xsin
> xcos . 

Переходим к пределу в этом неравенстве при х→0: 

 

0 0 0

sin
lim1 lim limcos
x x x

x
x

x  
   

 

На основании теорем: 

1. Неравенства в пределе сохраняются или переходят 

в равенства, то есть если x<y, то lim x lim y. 
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2. Если выполняются неравенства x<y<z и lim x=lim 

z=a, то lim y=a, (a-const). 

Получаем следующую формулу: 

 

1
sin

lim
0


 x

x

x
 

 

(7.1) 

 

Первый замечательный предел – предел отношения 

синуса бесконечно малой дуги к самой дуге, выраженной в 

радианах, равен единице; или предел отношения синуса к 

его аргументу равен единице, когда аргумент стремится к 

нулю. 

Используя полученный предел, можно записать сле-

дующие формулы: 

 

1
sin

lim
0


 x

x

x
 

 

(7.2) 

 

1lim
0


 x

tgx

x
 

 

(7.3) 

 

1
arcsin

lim
0


 x

x

x
 

 

(7.4) 

 

1lim
0


 x

arctgx

x
 

 

(7.5) 

 

k
x

kx

x




sin
lim

0
 

 

(7.6) 

 

 



 

 

3
2

 

 

Примеры: 

 

0 0

sin5 0 5sin5
1. lim lim 5 1 5,

0 5x x

x x

x x 

 
     
 

 

сначала получили значение переменной в знаменателе такое же, что и под знаком синуса, 

а затем применили первый замечательный предел. 

 

0 0

sin 2
sin 2 0 2 1

2. lim lim 0,5.
sin 4sin 4 0 4 2x x

x
x x

xx

x

 

 
     
 

 

0 0 0

6 0 1 1
3. lim 6lim 6lim 6 2.

sin3sin3 0 sin3 3x x x

x x

xx x

x

  

 
      
 

 

2

0 0 00

2sin sin
1 cos 0 2 24. lim lim lim sin limsin 0.

0 2 2

2

x x xx

x x
x x x

xx x  

  
     
 

 



 

 

 

 

3
3

 

2 2

20 0 02 2 2

1 1
sin sin sin

0 1 1 1 12 2 2 2 2 25. lim lim lim 1 0,25.
0 2 2 4

cos cos
2 2 2 2

x x x

x x x x
tg

x x x xx
x

  

 
          
 

 

 

 
  

 
 

2

2 2 2

2 24 0
6. lim lim lim 2 4.

sin 2 0 sin 2x x x

x xx
x

x x  

   
       

 

 

  
     

 

0 0 00

1 1 1 11 1 0 1 4
7.lim lim lim lim

sin 4 0 41 1 sin 4 1 1 sin 4 1 1 sin 4

1 1
0,125.

4 1 1 8

x x xx

x xx x x

x x x x x x x  
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§ 8. Второй замечательный предел 

 Рассмотрим последовательность 

n

n










1
1 , где n

1,2,…. При неограниченном возрастании n получим неопре-

делённость вида 1   . 

 Составим таблицу нескольких значений для n. 

Таблица 8.1 – Значения n для последовательности 

n

n










1
1  

n 1 2 10 100 1000 10000 

n

n










1
1

 

 

2 

 

2,25 

 

2,594 

 

2,704 

 

2,717 

 

2,718 

 

Члены последовательности при неограниченном воз-

растании n постоянно возрастают, оставаясь больше 2, но 

меньше 3. Таким образом, последовательность есть ограни-

ченная монотонная переменная, которая имеет предел 

меньше 3. Этот предел обозначается буквой e. Тогда полу-

чаем формулу: 

1
lim 1 1

n

n
e

n





 
      

 
 

 

(8.1) 

 

e = 2,7182818… - есть число иррациональное. 

Если 


1
n , n→ ∞, α→ 0, тогда второй замечательный 

предел запишется: 

 

 
1

0
lim 1 1 .e


 


      

 

(8.2) 



 

 

3
5

 

Примеры: 

 

1. 

5 5
1 1 1

lim 1 1 lim 1 1 1 .

n n

n n
e e

n n n





 

     
               

     
 

 

 

2. 

2

2
22 2

lim 1 1 lim 1 .

n
n

n n
e

n n



 

 
                  

 

 

 

3. 

4

3
4

3 4
3 43

4 4
lim 1 1 lim 1 .

n n

n n
e e

n n



 

 
                   

 

 

 

4. 

5 2 5 2 5 2

5 51 1 1 1
lim lim 1 1 lim 1 lim 1 1 .

n n n

n n n n

n
e e

n n n n

  



   

       
                  

       
 

 



 

 

 

 

3
6

 

5. 
2 2 2 2

2 2

2 2 2
lim lim lim 1 1

2 2 2

2 2 2
lim 1 lim 1 lim 1 1 .

2 2 2

n n n

n n n

n n

n n n

n n

n n n

e e
n n n



  

  

  

      
                   

     
             

       

 

 

 

6. 

 4 31
3 3 4 12

4 1
41

3 1 4 4
lim 1 lim lim 1 lim .

1 1 1

nn
n n n

n
n

n n n n

n n
e e

n n n

 
   


 

   

       
                   

 

 

7.    
3

3 1
3

0 0
lim 1 1 lim 1 .n n

n n
n n e

 

 
       

 
 

 

8.    
 2 21 1 2 4

222 2 4 2

2 2 2
lim 2 3 1 lim 1 2 4 lim .

nn
nn n n

n n n
n n e e
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Запишем формулы, вытекающие из второго замеча-

тельного предела: 

 

lim
𝑛→∞

(1 +
𝑘

𝑛
)𝑚𝑛 = 𝑒𝑘𝑚 

 

(8.3) 

 

        

lim
𝑛→0

(1 + 𝑘𝑛)
1
𝑛 = 𝑒𝑘 

 

(8.4) 

                                              

Задания для практических занятий 

 

Вычислите пределы: 

 

1. 
0

sin7
lim ;
x

x

x
 11. 

3 5
1

;

n

n

n
lim

n





 
 
 

 

 

2. 
2

20

sin 2
lim ;
x

x

x
 12. 

22
2

2

1
;

n

n

n
lim

n

 
 
 

 

 

3. 
0

sin3
lim ;

sin6x

x

x
 13. ;

1

n

n

n
lim

n

 
 

 
 

 

4. 
0

5
lim ;

sin10x

x

x
 14. 

1
1

;
1

n

n

n
lim

n



 

 
 

 
 

 

5. 
2

0

2
lim ;

1 cosx

x

x 
 15. 

4
2

;
3

n

n

n
lim

n
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6. 
1

sin(2 2)
lim ;

1x

x

x




 16. 

1
2 3

lim ;
2 1

n

n

n

n



 

 
 

 
 

 

7. 
0

lim ;
sin3x

tgx

x
 17. 

3 1
5 3

lim ;
5 4

n

n

n

n





 
 

 
 

 

8. 
2

20

3
lim ;

2x

tg x

x
 18. 

2

2

2

2 2
lim ;

2 1

n

n

n

n

 
 

 
 

 

9. 
3

20

cos cos
lim ;

cosx

x x

x x


 19.  

2

0
1 ;n

n
lim n


  

 

10. 
0

lim 3 5 ;
x

sin x ctg x


  
20.  

4

0
1 .

n

n

n
lim n




  

 

Задания для самостоятельной работы 

 

Вычислите пределы: 

1. 

2

20

sin
3lim ;

x

x

x
 

5. 

4 1
2

lim ;

n

n

n

n





 
 
 

 

2. 
21

2

sin(1 2 )
lim ;

1 4x

x

x




 6. 

2
1

lim ;
3

n

n

n

n



 

 
 

 
 

3. 
0

1 cos
lim ;

sinx

x

x x


 7. 

5 1
3 2

lim ;
3 4

n

n

n

n





 
 

 
 

4. 
0

lim 2 4 ;
x

tg x ctg x


  

8. 

2 3
2

2

1
lim .

2

n

n

n

n
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§ 9 Сравнение бесконечно малых функций 

 Пусть при x→ a α=α(x), β=β(x) - бесконечно малые 

функции.  

1. Если выполняется равенство ,0lim 
 



ax
то говорят, 

что α - есть бесконечно малая высшего порядка по от-

ношению к бесконечно малой β. Замечание: в прибли-

женных вычислениях бесконечно малыми высших по-

рядков можно пренебречь. 

2. Если выполняется равенство ,0lim 


A
ax 


(AR), 

то α и β называются бесконечно малыми одного по-

рядка. 

3. Если выполняется равенство ,0lim 


A
kax 


 то α 

называется бесконечно малой к-го порядка относи-

тельно бесконечно малой величины β. 

4. Если выполняется равенство ,1lim 
 



ax
 то беско-

нечно малые α и β называются эквивалентными беско-

нечно малыми. В этом случае обе функции стремятся 

к нулю примерно с одинаковой скоростью. Эквива-

лентные бесконечно малые будем обозначать α~β. 

 

Примеры:  

1. Пусть α=x2, β=5x. Функции являются бесконечно 

малыми при x→0. Найдем .0
5

limlim
00




x

xx 


 Следова-

тельно, α – бесконечно малая высшего порядка отно-

сительно β.  
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2. Пусть α=x2–4, β=x2–5x+6 – бесконечно малые при 

x→2. 
  
  

2

22 2 2

2 24 2
lim lim lim 4

5 6 2 3 3x x x

x xx x

x x x x x  

  
   

    

. Поэтому α и β одного порядка. 

3. α=tg2x, β=2x – бесконечно малые при х→0. 

0 0 0

2 sin 2 1
lim lim lim 1.

2 2 cos2 cos2x x x

tg x x

x x x x  
  


 Следова-

тельно, α ~β. 

4. 
 

nn

n
1

,
1




   – бесконечно малые при n→∞. 

 
 n

n

n

n n

n
1lim

1
lim 




– этот предел не существует. По-

этому говорят, что функции α и β не сравнимы. 

 

При вычислении пределов полезно помнить о следую-

щем свойстве эквивалентных бесконечно малых функций. 

Теорема 9.1. Пусть α и β – бесконечно малые функции 

при х→а. Если ,0lim 


A
ax 


и α~α1, β~β1, то A

ax



1

1lim



, то 

есть, если отношение двух бесконечно малых имеет предел, 

то этот предел не изменится, если каждую из бесконечно 

малых заменить эквивалентной бесконечно малой. 

sinx ~ x arcsinx~ x 

 

tgx ~ x arctgx ~ x 

 

1–cosx ~ x2∕2 loga(1+x) ~ x/lna 
 



 

 

4
1

 

 

 

ln(1+x) ~ x (1+x)m–1 ~ mx, m>0, в частности,  

2
11

x
x   

ax–1 ~ xlna ex–1 ~ x 

 

Примеры: 
2 2 2 2

2 40 0

sin 3 0 9
1. lim lim 18.

1 cos 0 2x x

x x x x

x x 

 
     

 

 

      

 

2 2 2

2 2 2 2

2

ln 7 11 ln 1 7 10 2 50 7 10 0
2. lim lim lim lim

2 0 2 2 0 2

lim 5 3.

x x x x

x

x x x x x xx x

x x x x

x

   



          
              

   

 

 

 22

0 0 0

1 10 2 1
3. lim lim lim 0,25.

sin3 0 3 4 4

x xx x

x x x

e ee e x x

x tgx x x x  

    
       

 



 

Задания для практического занятия 

 

0

5
1. lim ;

2x

tg x

x
 

0

7 1
7. lim ;

3 1

x

xx




 

0

2
2. lim ;

sin3x

tg x

x
 

0

1 7 1
8. lim ;

x

x

x

 
 

2

40

1 cos4
3. lim ;

16x

x

x


 30

sin sin3 sin5
9. lim ;

sinx

x x x

x
 

2

0

3 7
4. lim ;

sin 2x

x x

x


 

 
20

2
10. lim ;

2x

arctg x

x x




 

 
0

ln 1 2
5. lim ;

arcsin3x

x

x


  

0

arcsin 1
11. lim ;

cos cos3

x

x

x e

x x

 


 

 

2

0

1
6. lim ;

ln 1 6

x

x

e

x




    

0

8 ln 1 arcsin
12. lim .

2x

x x x

tg x

 
 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

0

5
1. lim ;

10x

sin x

tg x
 

 

2

0

1
4. lim ;

ln 3

x

x

e

x








 

0

2 sin
2. lim ;

1 cosx

x x

x 
 

5 2

0
5. lim ;

sin 7 sin3

x x

x

e e

x x




 

2

0

sin
3. lim ;

arcsinx

x x

x
 

 
 

2

0

sin5 ln 1 2
6. lim .

1 cos 4x

x x

x tg x
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§ 10 Непрерывность функции.  

Точки разрыва и их классификация 

 

 При изучении различных явлений природы и реше-

нии технических задач, а, следовательно, и в математике 

приходится рассматривать изменение одной величины в за-

висимости от изменения другой. Например, при рассмотре-

нии движения пройденный путь рассматривается как вели-

чина, зависящая от времени. 

 Определение 10.1. Функцией называется закон, по 

которому элементом одного множества ставятся в соответ-

ствие элементы другого множества (А, В – множества, f – 

закон, тогда функция BA
f

 ). 

Определение 10.2. Числовой функцией называется за-

кон, по которому каждому значению элемента хХ ставится 

в соответствие yY и обозначается y=f(x), где х – независи-

мая переменная, аргумент; y – зависимая переменная, функ-

ция; f – закон соответствия. 

Множество Х – это множество задания или существо-

вания (определения) функции и называется основным, так 

как, зная его, можно найти область изменения функции Y. 

При нахождении области определения нужно пом-

нить, что если: 

1) ,Uy   то ;0U  

2) ,
U

a
y   то U≠0; 

3) 𝑦 = log𝑎 𝑥,то x>0. 

Определение 10.3. Графиком функции y=f(x) называ-

ется геометрическое место точек, координаты которых удо-

влетворяют данной функциональной зависимости. 
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где хХ – область определения (абсцисса), yY – об-

ласть изменения (ордината);   x, y – координаты точек кри-

вой. 

Таким образом, аналитическая геометрия служит гео-

метрической интерпретацией математического анализа. 

Функции бывают: однозначные; обратные; сложные. 

Определение 10.4. Функция называется однозначной, 

если каждому значению аргумента соответствует только 

одно значение функции. 

Определение 10.5. Если за аргумент принять пере-

менную y, а за функцию х, то функция х=φ(y) называется 

обратной. 

Так, если y=xn, то n yx   - обратная функция. 

Определение 10.6. Если y=f(x), а х=φ(U), то y=f(φ(U)) 

– сложная функция. 

Функции могут быть заданы различными способами: 

аналитическим, графическим, табличным, словесным. 

1. Аналитический способ. Функция задается в виде од-

ной или нескольких формул, или уравнений. 
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2. Графический способ. Функция задается с помощью 

графика 

3. Табличный способ. Функция задается таблицей ряда 

значений аргумента и соответствующих значений 

функции 

4. Словесный способ. Функция задается с помощью 

определенного алгоритма. 

Определение 10.7. Число А называется пределом 

функции y=f(x) в точке х0, если найдется такая дельта δ - 

окрестность этой точки, что для любого х(х0-δ; х0+δ) будет 

выполняться неравенство: 

|𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜀 
где ε- наперед заданное, сколь угодно малое положи-

тельное число. 

Этот факт записывается: 

Axf
xx




)(lim
0

 

 
  

Замечание 1. В общем случае число А не совпадает со 

значением функции в предельной точке х0. 

Замечание 2. Выражение «предел функции в точке х0» 

часто заменяют выражением «предел функции при х стре-

мящемся к х0». 

Определение 10.8. Если аргумент х стремится к х0 (х

 х0) слева, то предел функции y=f(x) называется левым или 

левосторонним и обозначается f(x0-0) 
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Таким образом, по определению: 

)(lim)(lim)0(
0,

0
0

0

0

xfxfxf
xx

xx
xx 





 

Аналогично понятие правого или правостороннего 

предела функции y=f(x) в точке х0: 

)(lim)(lim)0(
0,

0
0

0

0

xfxfxf
xx

xx
xx 





 

Замечание 3. Левый и правый пределы функции в 

точке объединяются под одним названием односторонние 

пределы. 

Пример. Найти односторонние пределы функции 

4

x
y

x



при х 4 

Находим левосторонний предел 

0 0 4 04 0

lim lim lim ,
4x x xx

x
y y

x    

   


 так как при х 4 знамена-

тель стремится к 0, оставаясь отрицательным.  

Находим правосторонний предел 

4 04 0

lim lim ,
4xx

x
y

x  

  


 так как знаменатель стремится к 0, 

оставаясь положительным. 

Представление о непрерывности функции интуитивно 

связано у нас с тем, что её графиком является плавная, нигде 

не прерывающаяся линия. При рассмотрении графика такой 

функции y=f(x) мы видим, что близким значениям аргу-

мента соответствуют близкие значения функции: если неза-

висимая переменная x приближается к точке x0, то значение 

функции y=f(x) неограниченно приближается к значению 

функции в точке x0, т.е. к f(x0). 
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Как видно предел функции f(x) в точке х0 равен от-

резку от точки А до х0, то есть значению функции в точке х0. 

Дадим строгое определение непрерывности функции. 

Итак, пусть имеем функцию y=f(x). 

Определение 10.9. Функция y=f(x) называется непре-

рывной в точке x0, если она определена в этой точке и в не-

которой окрестности, содержащей x0 и  

 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 (10.1) 

 

Таким образом, можно сказать, что функция непре-

рывна в точке x0, если выполнены три условия: 

1) она определена в точке x0 и в некоторой её окрест-

ности;  

2) имеет предел при x→x0;  

3) этот предел равен значению функции в точке x0.  

Можно дать еще одно определение непрерывности 

функции, опираясь на понятия приращения аргумента и 

функции. 

Пусть функция y=f(x) определена на некотором интер-

вале (a; b). Возьмем произвольную точку x0(a; b). Для лю-



48 

 

 

 

бого x(a; b) разность x-x0 называется приращением аргу-

мента x в точке x0 и обозначается Δх («дельта x»): Δх=x-x0. 

Отсюда x=x0+Δх. 

Разность соответствующих значений функций f(x)-

f(x0) называется приращением функции f(x) в точке х0 и обо-

значается Δy (или Δf или Δf(x0)): Δy=f(x)-f(x0) или 

Δy=f(x0+Δx)-f(x0). 

 
Очевидно, приращения Δх и Δy могут быть как поло-

жительными, так и отрицательными числами. 

Запишем равенство (10.1) в новых обозначениях. Так 

как условия x x0 и x-x0 0 одинаковы, то равенство (1) 

принимает вид 0))()((lim 0
0




xfxf
xx

 или 0lim
0




y
x

.  

Полученное равенство является еще одним определе-

нием непрерывности функции в точке. Сформулируем 

определение. 

Определение 10.10. Функция y=f(x) называется не-

прерывной в точке х0, если выполняется равенство 

0lim
0




y
x

,то есть достаточно малому приращению аргу-

мента соответствует достаточно малое приращение функ-

ции. 
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 Пример. Исследовать на непрерывность функцию 

y=2х. х(-∞; ∞). Дадим аргументу х приращение Δх, полу-

чим значение аргумента х+Δх. Наращенное значение функ-

ции: 2х+Δх.  

Вычислим приращение функции Δy=2х+Δх-2х=2х(2Δх-

1). 

Вычислим предел приращения функции при Δх 0: 

,0)11(2)12(2)12(2limlim 0

00
 



xxxx

xx
y  

0lim
0




y
x

, 

то есть показательная функция y=2х непрерывна в лю-

бой точке х(-∞; ∞). 

 Определение 10.11 (на языке односторонних преде-

лов). Функция y=f(x) называется непрерывной в точке х0, 

если выполняется равенство: 

 

f(x0-0)=f(x0)=f(x0+0) или  

)(lim)()(lim
0

0
0 00

xfxfxf
xxxx 

  (10.2) 

Теорема. Если функции f1(x) и f2(x) непрерывны в 

точке х0, то их сумма φ(х)=f1(x)+f2(x) тоже непрерывна в 

точке х0. 

Следствия: 

1) произведение двух непрерывных функций в точке 

х0 есть функция непрерывная; 

2) частное двух непрерывных функций в точке х0 есть 

функция непрерывная; 

3) если функция U=φ(х) непрерывна в точке х0, а 

функция y=f(U) непрерывна в точке U0=f(x0), то слож-

ная функция y=f[φ(x)] тоже непрерывна в точке х0. 

 Точки, в которых нарушается непрерывность функ-

ции, называются точками разрыва этой функции.  
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 Если рассмотреть изображенный график, в окрестно-

сти точки x= 0, то ясно видно, что он как бы «разрывается» 

на отдельные кривые. 

  

 
 

Аналогично можно видеть на следующем изображе-

нии, что график «разрывается» в окрестности точки х=-1.  

 

 
 

Говорят, что во всех указанных точках соответствую-

щие функции становятся разрывными. 
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Точка х0 называется точкой разрыва функции y=f(x), 

если она принадлежит области определения функции или её 

границе и не является точкой непрерывности. В этом случае 

говорят, что при x=x0 функция разрывна.  

Определение 10.12. Точка х0 называется точкой раз-

рыва функции y=f(x), если в ней не выполняется хотя бы 

одно из равенств (*). 

Все точки разрыва функции разделяются на точки раз-

рыва первого и второго рода.  

Определение 10.13. Точка разрыва функции y=f(x) 

называется точкой разрыва первого рода, если левый и пра-

вый пределы функции в точке х0 существуют, конечны, но 

равенство (*) не выполняется.  

При этом если односторонние пределы равны между 

собой, то х0 называется точкой устранимого разрыва; если 

не равны, то точка х0 – точка конечного разрыва. 

Определение10.14. Скачком функции y=f(x) в точке 

разрыва х0 называется разность между правым и левым пре-

делами функции в точке х0, то есть    f(x0+0)-f(x0-0)=h. 

Если это число положительное, то скачок вверх; если 

отрицательное, то скачок вниз. 

Пример. Исследовать на непрерывность функцию 










1,63

,1,2

xеслиx

xеслиx
y  

Функции y=x2 и y=-3x+6 непрерывны в области опре-

деления, но точка х=1 – точка изменения аналитического 

выражения функции, то есть является «подозрительной».  

Вычислим односторонние пределы: 

1)1(,3)63(lim,1lim
01

2

01



fxx

xx
. 

Равенство (10.2) не выполняется, так как левый и пра-

вый пределы конечны, но не равны между собой, то есть 
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yy
xx 0101
limlim


 , то точка х=1 – точка разрыва первого рода. 

Скачок функции 213limlim
0101




yyh
xx

. 

 
Определение10.15. Точка разрыва х0 функции y=f(x) 

называется точкой разрыва второго рода, если хотя бы один 

из ее односторонних пределов f(x0+0) и f(x0-0) не суще-

ствует или равен бесконечности, и тогда скачок бесконечен. 

Пример. Исследовать на непрерывность функцию 

1

1

3  xy . 

Из школьного курса известно, что показательная 

функция непрерывна на всей числовой прямой. Но точка 

х=1 является «подозрительной», так как знаменатель пока-

зательной функции обращается в ноль. Вычислим односто-

ронние пределы при х 1. 

03lim 1

1

01




x

x
, так как при x <1 знаменатель стремится 

к нулю оставаясь отрицательным; 0
3

1

3

1
3

0

1
0

1




 . 
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1

1

01
3lim x

x
, т.к. при x>1 знаменатель дроби стремится к 

нулю, оставаясь положительным;  330

1

.  

Таким образом, х=1 – точка разрыва второго рода. y=1 

- асимптота функции. 

 
 

Задания для практического занятия 

 

Исследовать на непрерывность и построить схемати-

ческий график функций. Определить вид точек разрыва: 

  

1) 𝑦 = {
1 + 𝑥, 𝑥 𝐽 0

1 − 𝑥2, 𝑥 > 0 
 

 

4) 𝑦 = {

𝑥2, 𝑥𝐽 − 1
𝑥 − 3, −1 < 𝑥 𝐽 4

4

𝑥
, 𝑥 > 4

 

 

 

 

2) 𝑦 = {
𝑥2, 𝑥 𝐽 0
1

𝑥−1
, 𝑥 > 0

 

  

 

 

5) 𝑦 = {

7𝑥 + 5, 𝑥 𝐽 − 1

3 − 𝑥2, −1 < 𝑥𝐽 3
1 − 𝑥, 𝑥 > 3
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3) 𝑦 = {

𝑥 − 1, 𝑥𝐽 − 1
4𝑥, −1 < 𝑥 𝐽 3

1

𝑥
, 𝑥 > 3

 6) 𝑦 = {

1

𝑥
, 𝑥 < 1

𝑥, 1𝐽 𝑥 < 2
3, 2𝐽 𝑥 < 3

 

 

 

Задания для самостоятельной работы 
 

Исследовать на непрерывность и построить схемати-

ческий график функций. Определить вид точек разрыва: 

 

1) 𝑦 = {
2𝑥 − 2, 𝑥 𝐽 1

2𝑥 + 2, 𝑥 > 1
 

4) 𝑦 = {
−𝑥, 𝑥 < 0

𝑥3, 0 𝐽 𝑥 < 2
3, 𝑥 > 2

 

 

2) 𝑦 = {
1

𝑥
, 𝑥 𝐽 1

2𝑥, 𝑥 > 1
 

 

 

5) 𝑦 = {

𝑥 + 1, 𝑥 < −1
2, −1𝐽 𝑥𝐽 1

2√𝑥, 𝑥 > 1

 

3) 𝑦 = {
𝑥 + 1, 𝑥 < 0

(𝑥 + 1)2, 0 < 𝑥𝐽 2
−𝑥 + 4, 𝑥 > 2

 6) 𝑦 = {
−2𝑥, 𝑥 < −1

𝑥2 + 1, −1𝐽 𝑥𝐽 2
𝑥 − 1, 𝑥 > 2
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Ответы на задания для практических занятий 
 

§ 6 Предел переменной величины.  

Основные теоремы о пределах 

1) 30; 
12) 

9

16
; 

2) 3; 13) -0,5; 

3) 23; 
14) 

2

3
; 

4) ∞; 15) ∞; 

5) -6; 16) 0; 

6) 3; 17) ∞; 

7) 12; 18) 0,5; 

8) 
9

4
 ; 

19) 4,5; 

9) ∞; 20) -6; 

10) 
1

3
 ; 

21) 0; 

11) -9; 22) -2. 

 

§ 8 Второй замечательный предел 

1) 7; 
11) 

3

1

e
; 

2) 4; 
12) 

2

1

e
; 

3) 0,5; 
13) 

1

e
; 

4) 0,5; 14) 
2e ; 

5) 4; 15) 
5e ; 

6) 2; 16) e ; 
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7) 
1

3
; 17) 

5 21

1

e
; 

8) 4,5; 18) e ; 

9) 1; 
19) 

2

1

e
; 

10) 0,6; 20) 
4e . 

 

§ 9 Сравнение бесконечно малых функций  

1) 2,5; 7) 3log 7 ; 

2) 
2

3
; 

8) 3,5; 

3) 0,5; 9) 15; 

4) 1,5; 10) 0,5; 

5) 
2

3
; 

11) 0,25; 

6) 
1

3
 ; 

12) 4. 
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Ответы на задания для самостоятельной работы 
 

§ 6 Предел переменной величины.  

Основные теоремы о пределах 

1) 0; 6) -0,5; 

2) 2; 7) 8; 

3) 
13

8
; 8) 

1

2 3
; 

4) 
1

6
 ; 

9) 0; 

5) 0; 10) 1,5. 

 

§ 8 Второй замечательный предел 

1) 
1

9
; 5) 

8e ; 

2) 0,5; 
6) 

4

1

e
; 

3) 0,5; 
7) 

10

1

e
; 

4) 0,5; 
8) 

1

e
. 

 

§ 9 Сравнение бесконечно малых функций  

1) 0,5; 4) -1; 

2) 4; 
5) 

3

4
; 

3) 0; 6) 10. 
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Справочный материал 

 

Формулы сокращенного умножения 

 

1)  
2 2 22 .a b a ab b     

 

2)    2 2 .a b a b a b      

3)  
3 3 2 2 33 3 .a b a a b ab b      

 

4)    3 3 2 2 .a b a b a ab b      

 

Формулы тригонометрии 

 
2 2cos sin 1    

sin

cos
tg





  

sin2 2sin cos     
2 2 2 2cos2 cos sin 1 2sin 2cos 1           

1 cos
sin

2 2

 
   

1 cos
cos

2 2

 
   

2 1 cos2
sin

2







 

2 1 cos2
cos

2





  

cos cos 2cos cos
2 2

   
 

 
    

cos cos 2sin sin
2 2
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Основные теоремы о пределах 

 

 Теорема 1. Если пределы конечного числа перемен-

ных существуют, то существует предел их суммы (разно-

сти), равный сумме (разности) этих пределов: 

 

1 2 1 2lim( ) lim lim .y y y y    

 

 Теорема 2. Если существуют пределы переменных 

величин y1 и y2, то существует и предел их произведения, 

равный произведению этих пределов: 

 

1 2 1 2lim( ) lim lim .y y y y    

 

 Теорема 3. Если существуют пределы переменных 

величин y1 и y2, то существует предел их частного, равный 

частному пределов этих переменных: 

 

1 1
2

2 2

lim
lim (lim 0).

lim

y y
y

y y
   

 

Следствия: 

1. Предел постоянной величины равен самой постоян-

ной:  

limC C , (С-const) 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак 

предела, то есть:  

lim lim .C x C x    

3. Если существует предел переменной величины х, то 

существует предел степени этой величины, равный степени 

ее предела, то есть:  



60 

 

 

 

 lim lim .
nnx x  

4. Если существует предел переменной величины y, то 

существует предел корня из этой переменной, равный 

корню предела величины, то есть:  

lim lim .m my y  

5. Если существует предел переменной величины z, то 

существует предел логарифма этой переменной, равный ло-

гарифму предела величины, то есть:  

limlog log lim .a az z  

 

 

Правила раскрытия неопределённостей 

1. Чтобы раскрыть неопределённость вида 
0

0

 
 
 

 нужно 

разложить числитель и знаменатель на множители, и сокра-

тить под знаком предела. 

2. Чтобы раскрыть неопределённость вида 




 
 
 

 

нужно разделить выражение почленно на самую высокую 

степень x, встречающуюся в членах дроби. 

Если предел двух многочленов 

 

,
...

...
lim

)(

)(
lim

22

1

22

11

1

11

lxkxbxa

lxkxbxa

xQ

xP
mm

nn

x
m

n

x 









 

тогда 

















.,

,,

,,0

2

1

mnесли

mnесли
a

a

mnесли
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3. Чтобы раскрыть неопределённость вида 
0

0

 
 
 

 нужно 

умножить числитель и знаменатель на выражение, сопря-

женное числителю и (или) знаменателю. 

4. Чтобы раскрыть неопределённость вида    

нужно умножить и разделить на выражение, сопряженное 

данному. 

 

 

Первый замечательный предел 

 

1) 
0

sin
lim 1,
x

x

x
  4) ,1

arcsin
lim

0


 x

x

x
 

2) ,1
sin

lim
0


 x

x

x
 5) ,1lim

0


 x

arctgx

x
 

3) ,1lim
0


 x

tgx

x
 6) k

x

kx

x




sin
lim

0
. 

 

Второй замечательный предел 

 

1
lim 1 1

n

n
e

n





 
      

 
, 

 
1

0
lim 1 1 ,e


 


      

lim 1 ,

mn

km

n

k
e

n

 
  

 
 

 
1

0
lim 1 .k

n

n
kn e


   

 

 



62 

 

 

 

Таблица эквивалентностей 

 

sinx ~ x arcsinx~ x 

tgx ~ x arctgx ~ x 

1–cosx ~ x2∕ 2 loga(1+x) ~ x/ lna 

ln(1+x) ~ x (1+x)m–1 ~ mx, m>0, в частно-

сти,  

2
11

x
x   

ax–1 ~ xlna ex–1 ~ x 

 

 

Непрерывность функции в точке. 

Точки разрыва и их классификация 
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Вопросы для самопроверки 
 

1. Что такое числовая последовательность?  

2. Дайте определение предела функции. Может ли 

функция в точке иметь два предела?  

3. Сформулируйте основные теоремы о пределах.  

4. Дайте определения бесконечно малой и бесконечно 

большой функций. Какая между ними существует 

связь?  

5. Сформулируйте первый и второй замечательные 

пределы. 

6. Дайте определение функции, области определения 

функции.  

7. Укажите способы задания функции, особенности 

каждого из этих способов.  

8. Дайте определение левостороннего и правосторон-

него пределов функции.  

9. Сформулируйте определение непрерывности функ-

ции в точке.  

10. Что называется точкой разрыва функции? Приве-

дите примеры.  

11. Дайте определение точки разрыва первого рода и 

точки разрыва второго рода. 
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Историческая справка 
 

 

 
 

Архимéд (Άρχιμήδης) 

около 287–212 г. до н. э. 

 

Древнегреческий ученый, математик и механик. Ар-

химед – пионер математической физики. Один из создате-

лей механики как науки. Ему принадлежат различные тех-

нические изобретения. Основной темой математических ра-

бот Архимеда являются задачи на нахождение площадей 

поверхностей и объемов различных фигур и тел. Архимед 

построил небесную сферу – механический прибор, на кото-

ром можно было наблюдать движения планет, фазы Луны, 

солнечные и лунные затмения. 

 



66 

 

 

 

 
 

Коши Огюстен Луи 

(21.08.1789 г. –23.05.1857 г.) 
 

Французский математик, иностранный почётный член 

Петербургской академии наук (с 14.12.1831 г.), член Париж-

ской академии наук (1816 г.). Окончил Политехническую 

школу (1807 г.) и Школу мостов и дорог (1810 г.) в Париже. 

В 1810—1813 гг. работал инженером в Шербуре. В 1816-

1830 гг. преподавал в Политехнической школе и в Коллеж 

де Франс, с 1848 г. — в Парижском университете и в Кол-

леж де Франс. Труды Коши относятся к различным обла-

стям математики (главным образом к математическому ана-

лизу) и математической физики.  
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Вейерштрасс Карл Теодор Вильгельм 

(31.10.1815 г.–19.02.1897 г.) 
 

Немецкий математик, иностранный член-корреспон-

дент (c 04.12.1864 г.) и иностранный почетный член (c 

02.12.1895 г.) Петербургской академии наук - Физико-мате-

матическое отделение (по математическому разряду). С 

1856 г. профессор Берлинского университета. Изучал юри-

дические науки в Бонне и математику в Мюнстере. Иссле-

дования Вейерштрасса посвящены математическому ана-

лизу, теории функций, вариационному исчислению, диффе-

ренциальной геометрии и линейной алгебре.  

 

 

 



68 

 

 

 

 
 

Ньютон Исаак 

(04.01.1643 г.–31.03.1727 г.) 
 

Английский физик и математик, создавший теорети-

ческие основы механики и астрономии, открывший закон 

всемирного тяготения, разработавший дифференциальное и 

интегральное исчисление, изобретатель зеркального теле-

скопа и автор важнейших экспериментальных работ по оп-

тике.  

 



69 

 

 

 

 
 

Джон Ва́ллис 

(23.11.1616 г. – 28.10.1703 г.) 

 

Валлис получил известность как английский матема-

тик, стоявший у истоков математического анализа. Среди 

научных достижений Валлиса следует выделить его работы, 

посвященные математическому анализу, геометрии, триго-

нометрии, теории чисел. В 1655 году выходит в свет его 

трактат «Арифметика бесконечного». В нём помимо всего 

прочего в научный обиход был введен символ бесконечно-

сти. Продолжением данного трактата явился труд под 

названием «Трактат о конических сечениях». 

 

https://ru.wikipedia.org/wiki/1616_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
https://ru.wikipedia.org/wiki/1703_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
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Больцано Бернард 

(05.10.1781 г.—18.12.1848 г.) 
 

Чешский математик, философ, теолог. Много работая 

над логическими основами математического анализа, Боль-

цано первый (1817 г.) выдвинул идею арифметической тео-

рии действительного числа.  
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