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Глава 1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

§1.  Первообразная функция и неопределенный интеграл 
 

     Определение. Функция F(x) называется первообразной функцией для 

функции f(x) на промежутке Х, если в каждой точке х этого промежутка 

F/(x)=f(x). 

     Например, 
4

)(
4x

xF   является первообразной для функции f(x)=x3,     

33

'
4

4
4

1

4
xx

x










  

     Определение. Совокупность всех первообразных для функции f(x) на 

промежутке X называется неопределенным интегралом от функции f(x) и 

обозначается  ,)( dxxf  где  - знак интеграла, f(x) — подынтегральная функция, 

f(x)dx — подынтегральное выражение. Таким образом, 

                                ,)()( cxFdxxf
                                       (1.1)

 

     где F(x) — некоторая первообразная для f(x), с — произвольная постоян-

ная. 

     Например,  поскольку   
4

4х  - первообразная для  функции 
3)( xxf  , то 

  c
x

dxx
4

4
3  

     Операция нахождения неопределенного интеграла от некоторой функции 

называется интегрированием этой функции. 
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1.1 Свойства неопределенного интеграла 
 

Таблица интегралов 

  

     Рассмотрим основные свойства неопределенного интеграла.  

1. Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной 

функции, т.е.  

                 )()')(( xfdxxf                                  (1.2) 

2. Дифференциал  неопределенного  интеграла равен  подынте-

гральному выражению, т.е.  

                            dxxfdxxfd )())((                               

(1.3)  

3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции 

равен этой функции с точностью до постоянного слагаемого, т.е.  

                                 cxFxdF )()(                                         

(1.4) 

где c — произвольное число. 

4. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, 

                                ,)()( dxxfcdxxcf                                 

(1.5) 

где с — некоторое число. 

5. Интеграл от алгебраической суммы двух функций равен такой же 

сумме интегралов от этих функций, т.е.
    dxxgdxxfdxxgxf )()())()((            

(1.6) 

     Нетрудно видеть, что свойство (1.6) остается справедливым для лю-

бого конечного числа слагаемых. 

     Перечислим интегралы от элементарных функций, которые в даль-

нейшем мы будем называть табличными: 
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  ,0 cdx                                                          (1.7) 

 

 





,1,
1

1

nc
n

x
dxx

n
n

   (1.8) 

 

  ,||ln cx
x

dx
        (1.9) 

 

  ,1,0,
ln

aac
a

a
dxa

x
x

    (1.10) 

 

  ,cedxe xx
     (1.11) 

 

  ,cossin cxxdx     (1.12) 

 

  ,sincos cxxdx       (1.13) 

 

 


,0,,arcsin
22

aaxac
a

x

xa

dx
(1.14) 

 

 


,0,
1

22
ac

a

x
arctg

axa

dx
                  (1.15) 

  

,0,ln
2

1
22







 ac
ax

ax

aax

dx
                  (1.16) 

 

 


,0,ln 2

2
acaxx

ax

dx                    (1.17)          

 

 

 

Пример 1.1.  

Найти интегралы:  

а)  ;
5x

dx   б) ;4

 dxx    в)  .
x

dx  

     Решение. Во всех трех случаях нам придется воспользоваться одним и тем 
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же табличным интегралом (1.8) от степенной функции, но при разных значе-

ниях n. 

а)При n=5:  





 с
x

с
x

dxx
4

4
5

4

1

4
 

б) При  n=1/4:   .
5

4

4/5

4/5
4/5

4/1 сxс
x

dxx  

в) При n=-1/2: .2
2/1

2/1
2/1 сxс

x
dxx 



 

 

Пример 1. 2. 

 Найти интегралы:   

а)  ;
4 x

dx      б) ;2 14


 dxx      в)  

;
19 2x

dx      г)  
;

254 2x

dx       д) 


.
14 2x

dx

 

     Решение. а) Учитывая, что 
x

x










4

1

4

1  и используя (1.10) при а=1/4, полу-

чаем: 

 

  







 .

4ln4

1

)4/1ln(

)4/1(

4

1

4
ccdx

dx
x

xx

x

 

 

 б) Так как ,16
2

1
222 1414 xxx    то используя (1.5) и (1.10) при а=8, получаем  

    .
16ln

16

2

1
16

2

1
16

2

1
2 14 cdxdxdx

x
xxx

 

 

в) Поскольку ,
))3/1(

1

9(

1

19

1
222 


 xx

  то воспользуемся (1.5) и (1.16) при а=1/3: 

   

















c

x

x
c

x

x

x

dx

x

dx

x

dx

13

13
ln

6

1

3/1

3/1
ln

2

3

9

1

)3/1(9

1

))3/1((9

1

19 22222

 

г) Так как ),)2/5((4254 222  xx  то используя (1.5) и (1.14) при а=5/2, получаем 

   








.
5

2

10

1

)2/5(4

1

)2/5(4

1

254 22222
c

x
arctg

x

dx

x

dx

x

dx
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д) Так как ,4/1214 22  xx  то (см 1.5) и (1.16) при а=1/4:  

  





.4/1ln
2

1

4/12

1

14

2

22
cxx

x

dx

x

dx

 

 

Метод интегрирования, основанный на применении свойств (1.5) и (1.6) 

называется методом разложения.  

 

Пример 1.3. 

 Используя метод разложения, найти интегралы:  

а) ;
)12( 3

dx
xx

x


     б) 



;

2

162

dx
x

x  

в)   ;))2/cos()2/(sin( 2 dxxx      г)  
.

42

2

dx
x

x  

Решение. Нахождение каждого из интегралов начинается с преобразования 

подынтегральной функции. В задачах а) и б) воспользуемся соответствую-

щими формулами сокращенного умножения и последующим почленным де-

лением числителя на знаменатель: а)

  



  dxx

x
xdx

x

xxx
dx

xx

x
)

1
6128(

16128)12( 2/32/1

2/3

2/12/33

c
x

xxxdxx
x

dx
dxxdx     

 2
ln62486128 2/32/1  

(см. табличные интегралы (1.8) и (1.9)). Обращаем внимание на то, что в кон-

це решения записываем одну общую постоянную С, не вписывая постоянных 

от интегрирования отдельных слагаемых. В дальнейшем мы будем опускать 

при записи постоянные от интегрирования отдельных слагаемых до тех пор, 

пока выражение содержит хотя бы один неопределенный интеграл. В окон-

чательном ответе тогда будет одна постоянная. 

 

б)    








dxxxxdx

x

xxx
dx

x

x
)824(

2

)4)(2)(2(

2

16 2/12/3
2

 

     cxxxxdxxdxdxxdxx 8
3

8

5

2
824 22/32/52/12/3  
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cxxxx  8
3

8

5

2 235

 

в) Преобразуя подынтегральную функцию, получим 

  dxxx 2))2/cos()2/(sin(  

  dxxxxx ))2/(cos)2/cos()2/sin(2)2/((sin 22  

    cxxxdxdxdxx cossin)sin1(  

(см. табличный интеграл (1.11)).  

г) Выделяя из дроби целую часть, получим 

.
4

4
1

4

4)4(

4 22

2

2

2









 xx

x

x

x  Тогда  

   





c
x

arctgxc
x

arctgx
x

dx
dxdx

x

x

2
2

22

1
4

4
4

4 22

2

 (см. (1.14)).  

 

                                                    Упражнения 

1. В следующих равенствах заполнить пропущенные места по соображению: 

 

1) d(  ) =  xdx2 ; 

 

2) d(  ) =  xdxcos ; 

 

3) d(  ) =  x

dx
2cos

; 

4) d(  ) =  dxx3 ; 

 

5) d(  ) =  x

dx
; 

6) d(  ) =   21 x

dx . 

 

 

Найти затем интегралы  xdx2 ,  dxx3  и т.д. 

 

2.Найти интегралы: 

 

1)  







 dx

x
xx

1
23 ;                       2) ;

310
4

8




dx
x

x
                         

 

3.  

1) 


dx
x

x
3

2 ;                                    2)  
 

;
1

3

22




dx
x

x

 
 

 

4.  
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1)    dxxx 3 ;   

 

2) dx
xx

 














4 3

11 .  

 

5.  

1)
 



dx

x

x
3

1
; 

 

6. 

 

2) 


dx
x

x

3 2

1
. 

 

1)  











dx
x

e
e

x
x

2
1 ; 

 

2)  
















dx
x

a
a

x
x

3
1 . 

 

 

7.  

1)  dx
xx

x
22 sincos

2cos
; 

 

2) . 

8.  

1)  xx

dx
22 cossin

; 

 

2) 


dx
xctg

2

2

cos

23 . 

9.  

1)  dx
x

2
sin 2 ; 2)  dx

x

2
cos 2 . 

 

10.  

1)  

















dx

xx 23
1

3

1

2 ; 2)  
dx

x

x
2

4

1
. 

 

 

 

Домашнее задание 

 

11.  

1)
 



dx

x

x
3

22 1
; 

 

2)  












 dx

xxx

11

3 2

. 

 

12.  

1) dx
x

x




3

2
;                

                              

2)  



dx

x

x
2

2

12 . 

13.  

 xdxctg 2
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1)  







 dx

xxx 32

111 ; 

 

2)  







 dx

xx
2

2
cos

2
sin . 

 

 

14.  

1)  











dx
x

e
e

x
x

2cos
1 ; 

 

2)  











dx
x

a
a

x
x

5
1 . 

15.  

1) dx
x

x



2

3

sin

sin1 ; 2)  xdxtg 2 . 

 

 

 

§2 Замена переменных в неопределенном интеграле 
 

     Одним и основных методов интегрирования является метод замены пере-

менной (или  метод подстановки), описываемой следующей формулой:  

  ,)('))(()( dxttfdxxf       (1.17) 

     где )(tx   – функция, дифференцируемая на рассматриваемом проме-

жутке.  

     Формула (1.17) показывает, что переходя к новой переменной, достаточно 

выполнить замену переменной в подынтегральном выражении.  

     Удачная замена переменной позволяет упростить исходный интеграл, а в 

простейших случаях свести его к табличному (табличным). Взяв интеграл не 

забывайте вернуться к старой переменной. 

 

Пример 1.4. (а) 

  







.25
5

2

5

2

5

2

5

2

5

2
),2(

5

1

,25,25

25 2

2

CxCudu
u

udu

ududxux

xuxu

x

dx    
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Пример 1.4 (б) 

Найти   x

dx

31
. 

Решение. Положим .31 xt   Тогда ,
3

1

3

1
tx     





ct

t

dt

t

dt
ln

3

1

3

1)3/1(
 

cx  31ln
3

1
(см. (1.5) и табличный интеграл (1.9)).  

     Следует отметить, что новую переменную можно не вписывать явно       (в 

таких случаях говорят о преобразовании функции под знаком дифференциала 

или о введении постоянных и переменных под знак дифференциала).  

Пример 1.5. (а) 

  
























dt
t

tttdt
t

t

tt

dtt

t

dt
dx

txet

e

dxe
x

x

x

1

1
1

1)1(

,ln,

1

23
455

     



 Ctt

ttt

t

td
dttdtdttdtt )1ln(

2341

)1( 234
23  

= .)1ln(
2

1

3

1

4

1 234 Ceeeee xxxxx   

 

Пример 1.5. (б)    


















  dt
t

tt

t

t
t

t

t
xdt

t

t
dx

t

t
xtxttxx

dxx
3

22

22
2

2

2

2
22

2

4

)1)(13(

2

13

2

1
1,

2

1

,
2

1
,21,1

1
   

    
 xxxxC

t
t

t
dtt

t

dt
tdt 2

2
2

2

2
3 1ln

2

3
1

8

3

2

1
ln

2

3

8

3

4

1

2

3

4

3  

 




 C

xx
2

212

1
.1ln

2

1
1

2

1 22 Cxxxx   

 

 

Пример 1.6.(а) 

Найти   .)25cos( dxx  

    Решение. Используя свойства дифференциала, получаем  

).25(
5

1
)5(

5

1
 xdxddx   
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Тогда    cxxdxxdxdxx )25sin(
5

1
)25()5cos(

5

1
)25()25cos(

5

1
)25cos( (см. 

(1.5) и (1.10)).  

     В примерах 1.4a и 1.5a для нахождения интегралов была использована ли-

нейная подстановка t=kx+b, где k и b – некоторые числа 0k . В общем слу-

чае справедлива следующая теорема.  

Теорема. Пусть F(x) некоторая первообразная для функции f(x).  

Тогда   ,)(
1

)( cbkxF
k

dxbkxf       (1.18) 

где k и b – некоторые числа, 0k . 

Данная теорема утверждает, что если в (1.1) вместо аргумента х подынте-

гральной функции F(x) подставить выражение (kx+b), то это приведет к по-

явлению дополнительного множителя 1/k перед первообразной 

Пример 1.6(б) 

 Найти интегралы: 

а) ;33 dxx      б) ;
34 x

dx
     в) .72


 dxe x  

     Решение. Искомые интегралы однотипны: каждый из них может быть 

найден путем применения формулы (1.18) к одному из табличных интегра-

лов.  

а) Из (1.8) и (1.18) следует, что  

.0,1,
1

)(1
)(

1

 







knc
n

bkx

k
dxbkx

n
n     (1.19) 

Тогда, полагая n=1/3, k-1, b=3, получаем 

  .)3(
4

3
3 3/43 cxdxx

 

б) Из (1.9) и (1.18) следует, что  

 


0,ln
1

kcbkx
kbkx

dx     (1.20) 
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Полагая k=4, b=3, получаем  


.34ln
4

1

34
cx

x

dx

 

в) Из (1.10) и (1.18) следует, что 

   .
1

ce
k

dxe bkxbkx     (1.21) 

Полагая в (1.21) k= -2, b=7, имеем 

 


  .
2

1 7272 cedxe xx  

     Рассмотрим примеры нахождения интегралов с помощью нелинейных 

подстановок 

 

Пример 1.7.  

Найти dxxe x


 2

 

     Решение. Положим t=-x2. Продолжение решения может быть аналогично 

решению примера 1.4: следует выразить х через t, затем найти выражение для 

dx. Это позволит реализовать замену переменной в искомом интеграле. Но 

здесь мы поступим по другому.  

     Найдем дифференциал от левой и правой частей формулы t=-x2, используя 

замену переменной, ,)'()( 22 dxxxddt   т. е. .2xdxdt  . Из полученного равенства 

удобно выразить x dx, поскольку это выражение является сомножителем 

подынтегрального выражения искомого интеграла:
 

.
2

1
dtxdx 

   
Тогда 

cecedtedtedxxe xtttx 










  

 22

2

1

2

1

2

1

2

1                                   

 (см. (1.10)).  

Пример 1.8. 

Найти интегралы:  

а) 


;
1 2x

xdx   б)  ;dx
x

e x

    в)  
;

23 2x

xdx

 
 г) ;

3532 dxex x




  
д)  ;

ln
dx

x

x
  е)  .tgxdx
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     Решение. а) Положим t=1-x2.  

Тогда ,2)'1()1( 22 xdxdxxxddt   dtxdx
2

1
  и, следовательно, 

   











 CxCtdtt
t

dt

x

xdx 22/12/1

2
1

2

1

2

1

1  

б) Положим xt   Тогда ,
2

1
)( dx

x
xddt    dt

x

dx
2  и  

    .2222 cecedtedtedx
x

e xttt
x

 

 

в) Используя введение переменной под знак дифференциала, получаем 

).23(
4

1 2xdxdx 


 (Неявная замена переменной 223 xt  ). Тогда 

   



















.23ln

4

1

23

)23(

4

1

23

)23(

4

1

23

2

2

2

2

2

2
cx

x

xd

x

xd

x

xdx   

г) Используя введение переменной под знак дифференциала получаем 

)53(
15

1 32 xddxx   (Неявная замена переменной )53 3xt  . Тогда 

     .
15

1
)53(

15

1
)53(

15

1 3333 53353353532 Cexdexdedxex xxxx

 

 

д) Так как ,ln xd
x

dx
  то 

    .ln
3

2
)(ln

3

2
ln)(ln

ln 32/32/1 cxCxxdxdx
x

x
  

 

е) Так как ,cossin xdxdx   то  

  


 .cosln
cos

cos

cos

cos)1(
Cx

x

xd

x

xd
tgxdx  
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    Приведенные примеры являются простейшими. Однако даже в тех случа-

ях, когда замена переменной не приводит искомый интеграл к табличному, 

она часто позволяет упростить  

подынтегральную функцию и тем облегчить вычисление интеграла.  

Пример 1.9. 

 Найти  


dx

x

x

2

12

 

     Решение. Положим 2 xt . Тогда .)2( dxxddt     Так как ,2 tx  то  

   









dt

t

tt
dt

t

t
dx

x

x 541)2(

2

1 222

 









    t

dt
dttdtdt

t
t 54

5
4

 
    .2ln524

2

2
ln54

2

22

cxx
x

Ctt
t





 

                    Найти интегралы: 

 

16.  

 xdx3cos . 

 

17.  

 dx
x

2
sin . 

18. 


 dxe x3

. 

 

19. 

 x

dx

5cos 2
. 

20. 

 




 



dxee
xx

22 . 

 

21. 

  dxx 14 . 

 

22. 

   dxx
4

23 . 

23. 

dxx 3 65 . 

 

24. 


dx
x

dx

23
. 25. 

  dxbxa )sin( . 

 

26. 

 


dx

xx

x

75

53
2

 
 

 

27. 

 12x

xdx . 

 

28. 29. 
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  x

dx

101
. 

 

 

  x

x

e

dxe
2

2

31
. 

30. 

ctgxdx . 

 

 

31. 

 tgxdx . 

 

 

 

32. 

 dx
xx

x

cossin

2cos

. 

 

 

 

 

33. 

  x

xdx

cos31

sin

. 

 

 

 

34. 

 
dx

x

x

sin21

cos

. 

 

35. 

   xx

dx

ln1 . 

36. 

 xdxxcossin 2

. 

37. 

 xdxxsincos3

. 

 

 

38. 

 x

xdx
4sin

cos

. 

 

 

39. 

 x

xdx
3cos

sin

. 

40. 




dx
x

x
2sin

cos21

. 

 

41. 

 xdxxcossin
. 

42. 

 xdxe x sincos

. 

 

43. 

 dxxe x 23

. 

44. 

а) 
 xdxe x3

                                                    
б)

 


x

dxe x

 
 

45. 

  dxx 12 . 

 

 

46. 

  dxxx 23 3 8 . 
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47. 


3 3

2

1 x

dxx
. 

48. 


 21 x

xdx . 

 

 

 

 

49. 


 x

xdx

cos21

sin

.  

 

 

 

 

50. 




x

dxxln1

. 

51. 

  xdxx cossin41
. 

52. 

  dxxx 43 561
. 

 

                                      Домашнее задание 

 

 

53. 

 
 dxee xx 2

. 

 

 

54. 

 xdxxcossin3 . 

55. 


 x

dx

41
. 

56. 

   dxbxacos . 

 

 

 

57. 

  dxx3 31 . 

 

 

58. 

  dxxx 26 321 . 

59. 


 21 x

xdx
. 

 

 

60. 




dx
x

x
2cos

sin21 . 

61. 




dx
x

x
2sin

2sin1
. 

 

 

62. 

 xdxe x cossin . 
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63. 

  2

2

1 x

dxx
. 

 

64. 

 


3
bxa

dx . 

 

 

§3 Интегралы вида 
  22 ax

dx

, 


 22 xa

dx

, 


 kx

dx

2

 и к ним приводящиеся 

 

     Пример 65. показать, что 

1)  


C
a

x
arctg

axa

dx 1
22

, положив atgtx  ; 

 

2)  


C
a

x

xa

dx
arcsin

22

, положив tax sin ; 

 

3)  






C

ax

ax

aax

dx
ln

2

1
22

, разложив 



















 axaxaax

xaxa

aax

11

2

1

2

11
2222

; 

 

4) Ckxx
kx

dx





2

2
ln , положив xtkx 2 .  

 

 

 

66. 

1)   252x

dx
; 

 

2)   92x

dx . 

 

 

 

67. 

1) 
 24 x

dx ; 

 

2) 
 52x

dx
. 

68.  

1) 
 42x

dx ; 

 

2)   32x

dx
. 

69. 

1) 
 25 x

dx ; 

 

2)   6

2

4 x

dxx . 

70. 

1) 
 43 x

xdx
;     2)   222 axb

dx
.  
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71. 

1) 
 243 x

dx ; 

 

2) 
18

3

x

dxx
. 

72. 

1) dx
x

x
 



4

25
2

; 

 

2)  


dx

x

x

4

43
2

. 

73. 

1) 



dx

x

x

1

1

2
; 

 

2) 



dx

x

x

21

1 . 

74.                                      

    
dx

x

dxx

12

2

. 
 
 

 

 

75. 

  
  33

4

x

dxx
 

76.                                       77. 

  542 xx

dx

 
 

  1362 xx

dx  

 

78.                                      79. 


 322 xx

dx

 
 


 221 xx

dx  

 

 

 

80.                                      81. 


 24 xx

dx

 
 

  332 xx

dx  

82.                                      83. 


 2232 xx

dx
 

 123 2 xx

dx
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     Домашнее задание 

 

84.                                      85. 

 












dx

xx 3

6

3

3
22

 
 


















dx

xx 22 2

1

2

1

 

86.                                      87. 

 


dx

x

x

5

54
2

 
 

  22

2

x

dxx  

88.                                      89.   

 

 

  22

4

x

dxx

 


 x

x

e

dxe

21  

 

70.                                                                                71. 

  25.04x

xdx

 
 

  2942 xx

dx

 
 

72.                                      73. 

  522 xx

dx

 
 


 245 xx

dx  

74.                                      75. 

  12 xx

xdx
 

 344 2 xx

dx

 

 

 

 

 

 §4. Метод интегрирования по частям 
     

Пусть )(xuu   и )(xvv  - дифференцируемые функции. По свойству диффе-

ренциала  udvvduuvd )(  или  .)( vduuvdudv   

     Интегрируя левую и правую части последнего равенства и учитывая (1.6) 

и (1.4), получаем 

  vduuvudv        (1.22) 

      Формула (1.22) называется формулой интегрирования по частям для 

неопределенного интеграла. При ее применении фиксируется разбиение 
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подынтегрального выражения искомого интеграла на два сомножителя (u и 

dv). При переходе к правой части (1.22) первый из них дифференцируется 

(при нахождении дифференциала: du=u'dx), второй интегрируется ( Cdvv     

(см. (1.4)). 

     Возможности применения (1.22) связаны с тем, что дифференцирование 

может существенно упростить один из сомножителей (при условии, что ин-

тегрирование не слишком усложнит другой).  

 

Пример 1.10. 

 Найти интегралы:  

а) 
 ;3 dxxe x       б) dxex x 3/)52(   

     Решение. а) Так как х'=1, а функция xe 3  при интегрировании практически 

не изменяется (согласно (1.21) появляется лишь постоянный множитель), то 

данный интеграл можно найти интегрированием по частям, полагая u = х, 

dxedv x3 . Найдем необходимые для записи правой части (1.22) v и du. 

      Так как u=х, то du=dx. Согласно (1.3) и (1.21) при k=-3, b=0, имеем 

    .
3

1 33 cedxedvv xx  

     Теперь, применяя формулу интегрирования по частям (1.22), получаем  

 
















  .

3

1

3

1 333 dxcecexdxxe xxx  

     Используя метод разложения, убеждаемся, что полученный интеграл — 

сумма табличного и интеграла, который был определен при нахождении v. 

Таким образом, окончательно 

 







 

1

33

1

333

9

1

3

1

3

1

3

1

3

1
cexeccxecxxedxxe xxxxx  

б) Пусть ,52 ux   dvdxe x 5/ . Тогда 

dxdxxxddu 5)'52()52(   и       3/5/ 5 xx edxedvv     (см. (1.21)).     

   Применяя формулу интегрирования по частям, получаем   

   dxeexdxex xxx 555)52()52( 5/5/5/      ceexdxeex xxxx 3/5/5/3/ 5252510252510

.)11525( 5/ cex x    
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Пример 1.11. 

Найти интегралы: a)  ;ln xdxx     б)   xdxx ln)4( 3 . 

     Решение. а) "Препятствием" к нахождению данного интеграла является 

присутствие сомножителя lnx в записи подынтегральной функции. Устранить 

его в данном случае можно интегрированием по частям, полагая u=lnх. Тогда 

dv=xdx. (Существенно, что при интегрировании функции f(x)=x получается 

функция того же типа (степенная)).     Так как  

x

dx
xddu  ln  и 

2

2x
xdxdvv    (C=0 см. замечания в примере 10), исполь-

зуем формулу интегрирования по частям; получаем 

    .
4

ln
22

1
ln

2

1

2
ln

2
ln

22222

c
x

x
x

xdxx
x

dx
x

x
x

x
xdxx  

 б)Пусть, ;ln xu          .)4( 3 dxxdv      

Тогда 
x

dx
du   и    x

x
dxxdvv 4

4
)4(

4
3 . 

Применяя формулу интегрирования по частям, получаем  

    

























 dxdxxxx

x

x

dx
x

x
xx

x
xdxx 4

4

1
ln4

4
4

4
ln4

4
ln)4( 3

444
3 .4

16
ln4

4

44

cx
x

xx
x









  

В некоторых случаях для нахождения искомого интеграла формулу интегри-

рования по частям приходится применять более одного раза.  

 

Пример 1.12. 

Найти.  xdxx sin2  

     Решение. Положим u=x2, sinxdx=dv. Тогда xdxdxdu 22   и 

  xxdxdvv cossin  

 (см. формулу (1.10)). Применяя формулу интегрирования по частям, получа-

ем    .cos2cos2)cos(cossin 222 xdxxxxxdxxxxxdxx  

     Возникший интеграл не является табличным, однако видно, что мы на 

правильном пути: по сравнению с исходным интегралом степень переменной 
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х в подынтегральном выражении уменьшилась на единицу, при этом второй 

сомножитель cosx того же типа, что и в исходном интеграле. Повторное при-

менение формулы интегрирования по частям приводит к табличному инте-

гралу. Действительно, положим теперь u=x, cos x dx=dv. Тогда du=dx,  

  xxdxdvv sincos  (см. (1.11)) и  

  )sinsin(2cossin 22 xdxxxxxxdxx  

cxxxxx  cos2sin2cos2  

     Анализируя разнообразные примеры, можно указать на следующие типы 

интегралов, для нахождения которых используется формула интегрирования 

по частям.   

  1.  ,dxex axn    ,sinmxdxxn    .cosmxdxxn  

  2.  ,ln xdxx nk    ,sin xdxаrcxk    ,cos xdxаrcxk  

   ,arctgxdxx k    arcctgxdxx k .  

     Решение. Выполним сначала замену переменной: положим 32  xt .   Тогда 

dxxddt 2)32(   и dtdx
2

1
 . Следовательно,    .ln

2

1

2

1
ln)32(ln 222 tdtdttdxx  Пусть 

,ln 2 ut   .dvdt   тогда ,
1

ln2ln 2 dt
t

ttddu      tdtdvv  и, применяя формулу 

интегрирования по частям, получаем:  

   .lnln
2

1
)

1
ln2ln(

2

1
)32(ln 222 tdtttdt

t
ttttdxx    

Полагая в формуле     интегрирования по частям u=lnt, dv=dt,  получаем  

  .lnln cttttdt  Окончательно имеем 

  .lnln
2

1
)32(ln 22 ctttttdxx         cxxxxx  3232ln3232ln32

2

1 2

 

 

Найти интегралы: 

 

76. 

 .ln xdx
 

 

77. 

   dxxx 1ln . 
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78. 

 dxxe x2

 
 

 

 

79. 

 xarctgxdx  

80. 

 xdxx cos2

 
 

 

81. 

 xdxe x sin  

83. 

  dxx
2

ln
 

 

 

84. 

 x

xdx
2sin

 

 

85. 

 2

ln

x

xdx

 
 

 

 

86. 


 x

xdx

1

arcsin
 

87. 

 xdxarcsin
 

 

88. 


 dxex x3

 
 

 

 

 

89. 

   dxx 1ln 2  

90. 

  dxxlncos
 

 

 

                       

 

Домашнее задание: 

 

91. 

 xdxx ln
 

92. 




dxex

x

22

 
 

93. 

arctgxdx
 

 

 

94. 

 x

xdx
2cos  
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95. 

 

 xdxe x cos  

 

96. 




dx
x

x

2

2
arcsin

 
 

 

97. 

 x

xdxx
2sin

cos

 
 

98. 

  dxxarctg 12
 

 

 

 

§5. Интегрирование простейших рациональных дробей 

 

К простейшим относятся дроби вида: 

I 
ах

А


 

II 
ках

А

)( 
 

III 
gрхх

ВАх




2

 

Где  к - натуральное число, а, А, В, р, g- действительные числа, выражение 

х2+px+g не имеет действительных корней. 

 Интегралы дробей типа I, II  находятся при помощи подстановки   tax   и 

таблицы основных интегралов 

СaxA
ax

Аdx


 ln  

C
axk

A
dx

ax

A
kk





  1))(1()(

  

Дробь типа III интегрируется в три этапа: 

1) в знаменателе выделяется полный квадрат, т. е. применяется формула 

a2+2ab+b2 =(a+b)2; 

2) вводится подстановка; 

3) полученная дробь разлагается на две дроби. 
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Таким образом 



























dtdx

Р
tх

t
p

x

dx
p

g
p

х

ВАх

g
pp

х
p

х

dxВАх
dx

gрхх

ВАх

k

2

2

)
4

()
2

(
442

2

)(
222

2
2



 



















  кt
A

dt
кt

p
AB

dt
кt

At
dt

кt

A
p

BAt

dt
кt

В
p

tA
2

2222
ln

2

2
)

2
()

2
(

 

     

dt
k

p
x

arctg
к

p
ABgpxx

А

k

p
x

arctg
к

p
АВ 









)
2

(
1

)
2

(ln
2

21
)

2
( 2

 

 

Пример 1.14 

 Найти 

 dx
xx

x
 



204

4
2

 

Так  как х2-4х+20= (х-2)2+16, то положим х-2=t. Тогда dt=dх, х=t+2 и 

.
1616

2

16

)2(4

204

4
2222  














t

tdt
dt

t
dt

t

t
dx

xx

x
 

    Применяя формулы (1.9), (1.15) получаем 

cxx
x

arctg

ct
t

arctgdx
xx

x












204ln
2

1

4

2
2

)16ln(
2

1

4
2

204

4

2

2

2

 

 

§6  Интегрирование рациональных дробей 
      

Всякую рациональную дробь можно представить  в виде отношения 

двух многочленов: 

m

m

n

n

xBxBxBB

xAxAxAA

x

xf






2

210

2

210

)(

)(


  

     В общем случае, считаем, что многочлены f(x) и φ(x) не имеют общих 

корней. Если n≥m, то рациональная дробь является неправильной; если n<m 

то правильной. В случае неправильной дроби при делении числителя на зна-



27 

менатель выделяют целую степенную функцию и остаток представляющий 

правильную дробь. Таким образом, вопрос состоит в интегрировании пра-

вильной рациональной дроби. Пусть  

знаменатель разлагается на множители ))....(.....()()()( 22 szxxgpxxbxaxx кm   

     Тогда из алгебры известно, что дробь будет равна сумме простейших ра-

циональных дробей вида: 

szxx

SRx

gpxx

QPx

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

x

xf

к

к

к

к

m

m

m

m







































22

1

1

1

1

1

1

...
)(

)()(
...

)()()(

)(

  

где Аm, Аm-1,…,А1, Bк, Вк-1,…., В1, Р., Q, R,S- коэффициенты, которые находятся 

методом неопределенных коэффициентов 

 

Пример 1.15 

 Найти ;
65

3
23

2

 



xxx

xx
 

Решение.  

Так как    3265 23  xxxxxx , то 

 
3265

3 321

23

2











x

A

x

A

x

A

xxx

xx  

      Из последнего равенства найдем постоянные А1, А2, А3. Приводя дроби 

правой части к общему знаменателю, приходим к равенству. 

       32332 2

321  xxxxAxxAxxA  

Если х=0, то имеем 6А=3 и 
2

1
1 A  

Если х=2,то -2А2=5 и 
2

5
2 A  

Если х=3 то 3А3=9 и 33 A  

Тогда. 

cxxx

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xxx

xx















3ln32ln
2

5
ln

2

1

3
3

22

5

2

1

65

3
23

2
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Пример 1.16 

Найти  1

4
3x

dx

 

  Решение. Подынтегральной функцией является правильная рациональная 

дробь. Представим ее в виде суммы простейших дробей вида I,III, разложив 

знаменатель на множители.

)1)(1(

)1)(()(

)1)(1(

4

11)1)(1(

4

1

4

2

2

2

223





















xxx

xcBxxxxA

xxx
или

xx

cBx

x

A

xxxx   

  

Откуда.     114 2  xcBxxxA или 

     CABCAxBAx  24 , получим систему 















4

0

0

СА

СВА

ВА
 

  Применяя метод Гаусса решение системы найдем А, В, С. 

Получим:A=
3

4 , B=
3

4
 , C=

3

8
 . Тогда 














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
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
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
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x
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3
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3
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1

3

4
1ln

3
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1

2

3

4
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3
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3

4

1

4

2

223
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


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






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)1ln(
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2

3

2

1

3

2
2

4

3
)

2

1
(ln
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4
)1ln(

3

4
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3
)

2

1
(

2

3

3

4
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3
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2

1
(

)
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1
(

3

4
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22

x

x

arctgxx

x

dx
dx

x

x

x

 

c
x

arctgxx 



3

12

3

4
1ln

3

2 2

  
 

  



29 

§7. Интегрирование рациональных алгебраических функций 

 

 Если подынтегральное выражение дробь неправильная, то нужно ис-

ключить из нее целое выражение. 

 Знаменатель правильной дроби разлагается на множители вида  ax   и 

 qpxx 2 , а правильная дробь разлагается на сумму элементарных 

дробей следующим образом: 

 

           2222

22

2

11

2

21

2
......

... qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM

ax

A

ax

A

ax

A

qpxxax

xP



































где P(x) – полином степени ниже степени знаменателя. 

 

 

99. 

1)  
dx

x

x

2

3

;      2)  
dx

ax

x
22

4

;       3)  
dx

ax

x
33

5

 
 

 

100. 

   


dx

xx

x

32

4

 
 

 

101. 

 


dx

xx

x

2

72
2

 
 

 

 

102. 

 


dx

xx

xx
3

2 323

 
 

 

103. 

 
 


dx

xx

x
2

3
1  

104. 

 


dx

xx

x
23 2

2

 
 

 

105. 

 


dx

axx

ax
34

23

 

106. 

 


dx

xxx

xx
23

2

2

152

 
 

 

107. 

 


dx

xx

x

23

15
3

 

108. 

 


dx

xx

x

102

25
2

 
 

 

109. 

 


dx

xx

x

17.02.0

4.24
2

 

110. 111. 
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dx
xxx

xx






44

42
23

2

 
 

 

dx
xxx

x
 



52

157
23

 

112. 

  83x

dx

 
 

 

113. 

   



dx

xx

xx

11

123
22

2

 

114. 

 1)  


222 bx

dx

; 

 

 

  2)  


322 bx

dx

 

 

 

 

115.  

1)

 

 



22 52

12

xx

dxx

;  

 

2)  


32 106xx

dx

 

 

  

116. 

  


2211

4

xx

xdx

 
 

 

117. 

 


dx

xx

x

44

1
24

 

118. 

   axx

dx

 
 

 

119. 

    bxax

dx

 
 

 

 

120. 

  xx

dx

22
 

 

121. 

    23 22 xx

dx

 
 

 

 

122. 

  24 xx

dx

 

123. 

  xx

dx

43
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Домашнее задание 

 

 

124. 

   


dx

xx

x

21

12

 

125. 

 


dx

xx

x

32

23
2

 
 

 

 

126. 

 

 


dx

xxx

x

44

145
23

 
 

 

127. 

  



dx

xx

x
2

21

1611  

128. 

 


dx

xxx

x

44
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129. 

 


dx

xxx

x

22

2
23

 

130. 

 


dx

xa

x
23x

a

 

131. 

  2223 xxx

dx

 
 

132. 

 83x

dx

 
 

 

133. 

 


22 22xx

xdx
 

134. 

  xx

dx

52
 

 

 

135. 

  24 3xx

dx

 

136. 

 14x

dx

 
 

137. 

  224 xx

dx
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§8.  Интегрирование тригонометрических функций 
 

 Рассмотрим интеграл вида:  .)cos,(sin dxxxR (I) 

Для такого интеграла применяется так называемая универсальная тригоно-

метрическая подстановка: t
x

tg 
2

, которая исходный интеграл преобразует в 

интеграл от рациональной функции. В самом деле: 

,
1

2

2
1

2
2

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
2sinsin

2
222 t

t

x
tg

x
tg

xx

xx

xxx
x












 

,
1

1

2
1

2
1

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
2coscos

2

2

2

2

22

22

22

t

t

x
tg

x
tg

xx

xx

xxx
x


















 

Таким образом, если  ,
2

x
tgt  то  ;

2
arctgt

x
 ;2arctgtx    

 ,
1

2
2t

dt
dx




 
,

1

2
sin

2t

t
x


       

2

2

1

1
cos

t

t
x






 
 

Пример 1.17. 

  Найти   3cossin2 xx

dx  

     Решение. Имеем интеграл вида (I). Применим универсальную подстанов-

ку. 

t
x

tg 
2

, откуда ,
1

2
2t

dt
dx


     ,

1

2
sin

2t

t
x


   

2

2

1

1
cos

t

t
x




 . 

Тогда ,  
































442
2

1

3314
)1(

2

3
1

1

1

22

1

2

3cossin2

2

2

22
2

2

2

2

2

tt

dt

t

ttt
t

dt

t

t

t

t

t

dt

xx

dx

c
x

tgarctgctarctg

t

td

t

dt

tt

dt













 

)1
2

()1(

1)1(

)1(

1)1(22 222

 



33 

     Замечание: на практике универсальная подстановка приводит к громозд-

ким преобразованиям. Поэтому необходимо рассмотреть другие подстанов-

ки, облегчающие вычисление. 

     Если подынтегральная функция имеет вид R(sinx,cosx) причем sinx и cosx 

входят только в четных степенях, то применяют подстановку: tgx=t. Тогда  

,
1

1

1

1
cos

22

2

txtg
x





     ,

11
sin

2

2

2

2
2

t

t

xtg

xtg
x





   

21 t

dt
dx


 .  

     Пусть подынтегральная функция зависит от tgx . Тогда подстановка tgx=t, 

arctgtx  , 
21 t

dt
dx


  приводит исходный интеграл к интегралу от рациональной 

функции, то есть. 

  
 .

1
)()(

2t

dt
tRdxtgxR    (II)  

 

Пример 1.18. 

Найти .
sin2 2  x

dx  

Решение: Пусть tgx=t, тогда: 

,
1 2t

dt
dx


 тогда  

c
tgx

arctgc
t

arctg

t

dt

t
t

t

dt

x

dx


















)
2

(
2

1

22

1

2
)1)(

1
2(

sin2 2
2

2

22

 

Рассмотрим интегралы вида  xdxx nm cossin ,                                  (III)     

 где m и n – целые числа. 

а) Пусть хотя бы одно из m и n нечетное. Возьмем для определенности 

m=2k+1 и наш интеграл, преобразуется: 










xdxxx

xdxxxxdxxxdxx

nk

nknknm

sincos)cos1(

sincossincossincossin

2

212

 

= (подстановка dtxdxtx  sin;cos ) = 

= dttt nk   )1( 2 . Получим интеграл от рациональной функции. Аналогич-

но и для случая n=2k+1. 
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б) Пусть m и n числа неотрицательные и четные. Тогда применим известные 

формулы тригонометрии, понижающие степень: 

,2cos
2

1

2

1
sin 2 xx          .2cos

2

1

2

1
cos 2 xx   

xxx 2sin
2

1
cossin 

 

 

 Пример 1.19. 

 Найти  .cossin 52 xdxx  

    Решение.

 

   

 
)cos;(sincos)sin1(sin

coscossincossin

222

4252

dtxdxtxxdxxx

xdxxxxdxx







  

c
x

x
x

c
t

t
t

dttttdttt



 

7

sin
sin

5

2

3

sin

75

2

3
)2()1(

7
5

3

7
5

3
642222

 

 

Пример 1.20. 

Найти xdxx
22 sincos  

     Решение: Имеем интеграл вида III случай (б). Применим формулы пони-

жающие степень. Тогда 









dxxxdxdxx

dxxxxdxx

)4cos
2

1

2

1
(

4

1
2sin

4

1
)2sin

2

1
(

)cos(sinsincos

22

222

      

cx
x

cxxxdxdxdxx



  

4sin
32

1

8

4sin
4

1
*

8

1

8

1
4cos

8

1

8

1
)4cos1(

8

1

 

     Интегралы от произведения синусов и косинусов различных аргументов 

вида. 

 ,2coscos xnxmx     ,sinsin nxdxmx      nxdxmxcossin  

берутся при помощи формул из тригонометрии. 
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],)cos()[cos(
2

1
coscos xnmxnmnxmx  ])sin()[sin(

2

1
cossin xnmxnmnxmx  , 

],)cos()[cos(
2

1
sinsin xnmxnmnxmx    

 

Пример 1.21. 

 Найти   dxxx 3cos5sin  

    Решение 

cxxxdxxdx

dxxxdxxdxx









3cos
6

1
8cos

16

1
3sin

2

1
8sin

2

1

)25sin(
2

1
)35sin(

2

1
3cos5sin

. 

 

   

 Интегралы от квадратов и других четных степеней синуса и косинуса 

находят, применяя следующие формулы понижения степени (1): 

2

2cos1
sin 2 x

x


 ; 
2

2cos1
cos 2 x

x


 ; 
2

2sin
cossin

x
xx  . 

 Интегралы от кубов и других нечетных степеней синуса и косинуса 

находят, отделяя от нечетной степени один множитель и полагая 

кофункцию равной новой переменной u (2).  

Интеграл  dxx nm sincos  находится по правилу 1, если m и n оба      четные, и 

по правилу 2, если m и n – нечетны 

 

 

Найти интегралы: 

 

 

138. 

 xdx3sin 2

 
 

139. 

   dxx
2

cos21  

140. 

   dxx
2

2sin1
 

 

141. 

 xdx4cos  

142. 

 xdxx 42 cossin
 

 

143. 

 xdxx 44 cossin  
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144. 

 xdxx 42 cossin
 

 

 

 

145. 

 xdx5sin  

146. 

 xdxx 32 cossin
 

 

147. 

 xdxx 33 cossin
 

 

 

148. 

 xdx7cos
 

 

149. 

   dxx
3

cos21  

150. 

 
 

151. 

 x

xdx
2

3

cos

sin

 
 

 

 

 

152. 

?
cossin2

cossin

2sin

22




  dx
xx

xx

x

dx

 
 

 

153. 

1) 
 x

dx

sin ;    2)
 x

dx

cos  

154. 

dx
x

xx




2sin

sincos

 
 

155. 

  xx

dx

cossin  

156. 

 xdxtg 3

 
 

157. 

 xdxctg 3

 

158. 

 xdxxcos3sin
 

159. 

 nxdxmxcoscos
 

 

160.  

1)  xdxx 5sin3sin
; 

2)  nxdxmxsinsin
 

 

 

 

 

161. dxxx 
















 4

cos
4

5sin


 
 

  

 x

xdx
2

3

sin

cos
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162. Интегрируя по частям, вывести формулы «понижения степени»: 

1)  
 

 xdx
n

n
xxson

n
xdx nnn 21 sin

1
cos

1
sin ; 

2) 
 

 xdx
n

n
xx

n
xdx nnn 21 cos

1
cossin

1
cos ; 

и по этим формулам найти: 1)  xdx6sin ; 2)  xdx6cos
 

 

 

163. 

1)  x

dx
3sin  

 

 

 

2)  x

dx
3cos

  

 

 

 

                                        Домашнее задание 

 

 

164. 

   dxx
2

2cos31
 

 

165. 

 xdx4sin  

166. 

 
 

 

167. 

 xdx5cos  

168. 

 xdxx 23 cossin
 

 

 

169. 

   dxx
3

sin21  

170. 

 



dx

x

xx

2sin

cossin
33

 
 

171. 

 xdxxsin3sin  

172. 




dx
x

x
2

3

cos

1sin

 
 

173. 

 







 xdxx cos

6
sin



 
 

 

 

  

 xdxx 24 cossin
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§9. Интегрирование некоторых рациональных  
алгебраических функций 

 

 Интеграл    dxbaxxR n, , где R(x,y) – рациональная функция, находится 

подстановкой ntbax  , а интеграл общего вида  
 dxxbaxxR mn mm 1,  - подстановкой 

nm tbax  . 

 Интеграл 
 





dx

cbxaxax

NMx

2

 находится подстановкой 
t

ax
1

 . 

 

 Тригонометрические подстановки. К рациональному тригонометрическому виду 

приводятся интегралы    dxxaxR 22,  - подстановкой tax sin ,    dxxaxR 22,  - 

подстановкой atgtx  . 

 

 Из интеграла 


 

dx
cbxax

axaxa m

mm

2

1

10 ...  можно выделить алгебраическую часть по 

формуле    






W

dx
AWAxAdx

W

axa
mm

mm

m

1

1

0
0 ...

... , где cbxaxW  2 . Коэффициен-

ты Ф находятся после дифференцирования равенства и освобождения его от 

знаменателя сравнением коэффициентов слева и справа при одинаковых степенях 

x. 

 Интеграл от дифференциального бинома    dxbxax
pnm  берется в конечном виде в 

трех случаях: 

 

1) когда p – целое число, разложением; 

2) когда 
n

m 1  - целое число, подстановкой sn tbxa  ; 

3) когда p
n

m


1  - целое число, подстановкой sn tbax  , где s – знаменатель дроби p. 

 

 

174. 





dx

x

x
3 13

1

 
 

175. 


 112x

xdx
 

176. 


 xx

dx
3

 
 

177. 

  dxxax
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178. 


 11 3 4

3

x

dxx

 
 

179. 


 22

3

x

dxx
 

182. 


12xx

dx

 

183. 


 122 2 xxx

dx

 
 

184. 


 22 xaxx

dx

 
 

185. 

 


 221 2 xxx

dx  

186. 


 22 xaxx

dx

 

187. 

 



324 x

dx

 

 

 

 

188. 

  dxxx 22 4
 

 

189. 

 



522

2

xa

dxx

 
 

192. 





dx

xx

xx

22

4

2

2

 
 

193. 


 223 xx

xdx
 

194. 

  dxkx2

 
 

195. 

  dxxax 22
 

 

 

 

196. 


4 31 xx

dx

 
 

197. 


3 33 2 xx

dx
 

198. 

 



322 1 xx

dx

 
 

199. 

 


 2

3
2

3

bxa

dxx
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Домашнее задание 

 

200. 





dx

x

x

12

1

 
 

201. 


 1133 x

dx  

202. 


1x

dxx

 
 

203. 


3 xa

xdx
 

204. 





dx

xx

x

2

1

 
 

205. 


 113 2

3

x

dxx
 

206. 


 22 122 xx

xdx

 
 

207. 


 2

3

42 x

dxx
 

208. 


 xxx

dx

22

 
 

209. 

 


 xxx

dx

21 2

 

210. 


 2

2

4 x

dxx

 
 

211. 

 
dx

x

x

2  

212. 

 

213. 


 2

2

45 xx

dxx

 

214. 


 23 1 xx

dx

 
 

215. 


 22 1 xx

dx

 

216. 


 31 xx

dx

 

217. 


 123 2 xxx

dx

 

 

  

  dxxx 24



41 

§10. Интегрирование некоторых трансцендентных функций 
 

     К рациональному алгебраическому виду приводятся интегралы:   dxeR x  - 

подстановкой te x  , tx ln , 
t

dt
dx  ;   dxtgxR  - подстановкой ,ttgx   ,arctgtx   

21 t

dt
dx


 ;   dxxxR cos,sin  - подстановкой ,

2
t

x
tg  ,

1

2
sin

2t

t
x


  ,

1

1
cos

2

2

t

t
x




  .

1

2
2t

dt
dx




 
 

218. 

dx
e

ee
x

xx

 



1

2
2

2

 
 

219. 

 xdxtg 4

 
 

 

 

220. 

  2

3

x

x

e

dxe

 
 

221. 

 x

dx

sin
 

222. 

  x

dx

cos35  
 

223. 

  xx

dx

cos4sin3
 

224. 

 x

dx
4sin  

 

225. 

  x

dx
2cos31  

 

 

 

Домашнее задание 

 

 

226. 

 1

2

x

x

e

dxe

 
 

 

227. 

 xdxtg 5  

228. 

 12

3

x

x

e

dxe

 
 

 

229. 

  x

dx

cos3  
 

 

 

230. 

 x

dx
4cos  

 

231. 

  x

dx
2sin31  

 



42 

  

232. 

  xx

dx

2sinsin2
 

233. 




dx
x

x
2sin

cos1  

 

 

234. 

 


dx

e

e
x

x

1

1
 

 

 

235. 

dx
x

tgx




2sin

1

 
 

 

§11 Интегрирование гиперболических функций.  
Гиперболические подстановки 

 

1.   Cshxchxdx  2.   Cchxshxdx  

3.   Cthx
xch

dx
2

 4.   Ccthx
xsh

dx
2

 

 

Интегралы от квадратов и других четных степеней chx и shx находятся 

применением формул: 

,
2

122 


xch
xch  ,

2

122 


xch
xsh  .

2

2xsh
shxchx   

Интегралы от нечетных степеней chx и shx находятся тем же способом, 

что и интегралы от нечетных степеней sinx и cosx. 

 

Гиперболические подстановки иногда применяются при нахождении 

интегралов вида    dxaxxR 22,  - подстановкой achtx  ;    dxaxxR 22,  - под-

становкой ashtx  . При этом: если achtx  , то 
a

a
t

22xx
ln


 , если ashtx  , то 

a

axx
t

22

ln


 . 

 

236. 

1)  xdxsh 32

 
 

 

 

2)   dxxsh
2

21   

 

237. 

 xdxch3

 
 

 

238. 

 thxdx  

239. 

 1chx

dx

 

240. 

 1thx

dx
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241. 

  dxax 22

 
 

 

242. 

  dxax 22

 
 

 

243. 

 



32 4x

dx

 
 

244. 

 



32 5x

dx

 
 

                                          Домашнее задание 

 

245. 

 xdxsh 33

 
 

246. 

 xdxxchsh 22  

247. 

 xchxdxsh4  

248. 

 xdxcth 2  

 

 

Контрольная работа 
 

Задача 1.   Найти неопределённые интегралы 
 

1.1    ;                              1.2   ; 

1.3    ;           1.4   ; 

1.5    ;           1.6   ; 

1.7    ;           1.8   ; 

1.9   ;           1.10  ; 

1.11 ;           1.12  ; 

1.13 ;           1.14  ; 

1.15 ;           1.16  ; 

 


dx

x

x

2cos1

sin1 2

 


dx

xx

x

)1(

21
22

2

 xdxctg 2 dx
x

xx






4

22

4

22

  xx

dx

2coscos 2
dx

xx

x
 



)1(

)1(
2

2

dx
xx

x
  22 sincos

2cos
  xx

dx
22 cossin

dx
x

 2
sin 2 dx

x

xctg



2

2

cos

23

dx
x

x
  2

4

1
dx

x

x



2

3

sin

sin1

dx
xx

2

)
2

cos
2

(sin  dx
x

a
a

x
x




 )1(

dx
x

x



3

22 )1(
dx

x

x



2

2)12(
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1.17 ;           1.18  ; 

1.19 ;           1.20  ; 

1.21 ;           1.22  ; 

1.23 ;           1.24  ; 

1.25 ;           1.26  ; 

1.27 ;                                    1.28  ; 

1.29 ;                                   1.30  ; 

 

Задача 2.  Найти неопределённые интегралы. 
 

2.1   ;          2.2   ; 

2.3   ;         2.4   ; 

2.5   ;         2.6   ; 

2.7   ; 2.8   ; 

2.9   ;         2.10   ; 

2.11  ;         2.12  ; 

2.13  ;         2.14  ; 

2.15  ;         2.16  ; 

2.17  ;         2.18  ; 

2.19  ;         2.20  ; 

2.21 ;         2.22  ; 

2.23  ;         2.24  ; 

2.25  ;         2.26  ; 

  dxxxx 32 532   dxctgxtgx 2)32(

dx
x

x
 


2

4

1

2
dxxx

2

)cos5sin3( 

  62 2x

dx


 243 x

dx

  63 2x

dx
  2520 x

dx

dx
x

x
 



1

1
2

2


 dxee xx 3)(

dx
x

x
  62

3

dx
x

x
 



2

22


 235 x

dx
dx

x
 2

3
cos 2

  dxxx 231 dx
x

x



3 4

3

1

dx
x

x


 2

2

1

)(arccos
 x

xdx
3cos

sin

dx
x

x



2sin

cos21
dx

x

x
 4sin

cos

dxxx 23 3 8  
 21 x

xdx

dx
x

x


 ln1


 x

xdx

cos21

sin

xdxx cossin41  dxxx 43 561 




dx
x

x

3 4

3

1
xdxx cossin 

  dxbaxx 32 )(  2

1

x

dxe x


x

dxx7  dxxe x 25 3

 dx
x

e tgx

2

3

cos
dx

x

e x






12

12

dx
x

arctgx

  2

2

1

3
dx

x

x


 2

arcsin

1

5

  xdxe x 2sin
2sin

  xdxx sin2 3cos

  xdxx cos4 sin5

  xdxx 2sin6
2cos
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2.27  ;         2.28  ; 

2.29 ; 2.30  ; 

 

 

Задача 3.   Найти неопределённый интеграл 
 

 

3.1    ;          3.2   ; 

3.3   ;          3.4   ; 

3.5   ;                                 3.6    ; 

3.7   ;          3.8    ; 

3.9   ;                              3.10   ; 

3.11 ;          3.12    ; 

3.13 ;          3.14   ; 

3.15 ;                              3.16   ; 

3.17 ;           3.18   ; 

3.19 ;           3.20   ; 

3.21 ;           3.22   ; 

3.23 ;           3.24   ; 

3.25 ;           3.26   ; 

3.27 ;          3.28   ; 

3.29 ;          3.30   . 

 

 

  





2

arccos3

1
8

x

dxx

 


2

1

1
2

x

dxarctgx

 
3 2

3

3
x

dxx

x

dxx 
 ln3510




dx
x

x)ln21sin(
  )ln21(cos 2 xx

dx

  xdxx cos)cos(sin dx
x

x
 3 2

3sin


x

dx
xtg 

 xx

dx
2sin

 
x

dx
xctg )ln35(   dxxx )53cos( 2

  )sin(ln xx

dx



2cos x

dxx

  dxetge xx )12( dx
x

xctg


 )1ln3(

  )ln41(sin 2 xx

dx


 323 2 cos xx

dx

  )13sin( 2x

xdx
dx

x

x
  2cos51

2sin

  x

x

e

dxe
2

2

31   )ln5( xx

dx

  x

xdx

cos31

sin
 


dx

xx

x

53

1
3

2

  4sin3

2sin
2 x

xdx
  x

xdx

sin21

cos

dx
e

e
x

x

  3

3

51
dx

x

x



2sin

2sin1

  3

2

51 x

dxx
dx

x

x
 


23

35


 xx

dx

ln
  )35(cos 2 tgx

dx





2

2

71

7
x

x dxx
  )21(sin 2 ctgx

dx
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Задача 4. Найти неопределённые интегралы 
 

 

4.1   ;                 4.2    ; 

4.3   ;                 4.4    ; 

4.5   ;                 4.6    ; 

4.7   ;                                                     4.8    ; 

4.9   ;                 4.10  ; 

4.11 ;                 4.12   ; 

4.13 ;                 4.14  ; 

4.15 ;                 4.16  ; 

4.17 ; 4.18  ; 

4.19 ;                      4.20  ; 

4.21 ;                      4.22  ; 

4.23 ;                      4.24  ; 

4.25 ;                      4.26  ; 

4.27 ;                      4.28  ; 

4.29 ;                      4.30 . 

 

 

  

  )1(xx

dxx


 4 xx

dx


 )1(33 xx

dx
 1x

dxx


12xx

dx
dx

x

x






1

1


1x

xdx
  dxxx 22 4

  dxx21 
 xx

dx
44 )1(


 3 xx

dx
dx

xx

x






6 56 7

6 1


 12)12(3 2 xx

dx
dx

x

x






11

11

dx
x

x






1

1
dx

xx

x





56

3

)2()21(

23

x

dx

x

x





 1

1
dx

x

x





3 12

1

dx
ee

e
xx

x

 

2






6 53

6 )1(

xxx

dxx


 )1( 3 2xx

dx


 3 2xx

dx


 4 1212 xx

dx


 )11(1 3 xx

dx


 )( 44 3 xxx

dx


 3 26 5

6

xx

dxx


 4 11 xx

dx


 3 2xx

dxx


 4 3xx

dxx


 )( 55 2 xxx

dx
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Задача 5.   Найти неопределённые интегралы 
 

 

5.1   ;                   5.2   ; 

5.3   ;                  5.4   ; 

5.5   ;                  5.6   ; 

5.7   ;                  5.8   ; 

5.9   ;                 5.10 ; 

5.11 ;                 5.12 ; 

5.13 ;                 5.14 ; 

5.15 ;                 5.16 ; 

5.17 ;                 5.18 ; 

5.19 ;                 5.20 ; 

5.21 ;                 5.22 ; 

5.23 ;                 5.24 ; 

5.25 ;                 5.26 ; 

5.27 ;                 5.28 ; 

5.29 ; 5.30 . 

 

Задача 6.   Найти неопределенные интегралы. 

 
   

6.1  ; 6.2   ; 

6.3   ; 6.4   ; 

6.5   ; 6.6   ; 

6.7    6.8   ; 

6.9   ; 6.10 ; 

6.11 ; 6.12 ; 

 xdxarccos dxx  )1ln( 2

  xdxx 2cos 
x

xdxln

 x

xdx
2cos  3

ln

x

xdx

 xdx2ln dx
x

x 
2

sin2

  dxxx )3ln( 2 arctgxdxx 
3

xdxx ln)1( 2    xdxx 2sin)12(

dxxx )1ln()13( 2   xdx4arcsin

xdxxx ln dxex x232 
dxex x22   dxx)cos(ln

 dx
x

x
2

2ln
dxx

x

22 5

xdxx 6cos2  dx
x

arctgxx
  2

2

1

xdxx 2ln   xdxe x sin3

dxex x




23
dx

x

xx



3sin

cos

xdxx 22 cos dxxx )1ln( 2

 

dxxx )1(ln)1( 2

  dxx x32 

dx
xx

x
 



34

17
2

3

dx
xx

x
 



6

12
2

3

dx
xx

x
 



23

252
2

3

dx
xx

x






1

1

2

dx
xx

x
 



1

13
2 

 542 xx

dx

dx

xx

x






1062

4


 222 xx

dx


 222 xx

xdx
dx

xx

x
 


261

12


 342 xx

dx
  2964 xx

xdx
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6.13 ; 6.14 ; 

6.15 ; 6.16 ; 

6.17 ; 6.18 ; 

6.19 ; 6.20 ; 

6.21 ; 6.22 ; 

6. 23 ; 6.24 ; 

6.25 ; 6.26 ; 

6.27 ; 6.28 ; 

6.29 ; 6.30 . 

 

Задача 7.   Найти неопределённые интегралы. 
 

7.1   ; 7.2   ; 

7.3   ; 7.4   ; 

7.5   ; 7.6   ; 

7.7   ; 7.8   ; 

7.9   ; 7.10 ; 

7.11 ; 7.12 ; 

7.13 ; 7.14 ; 

7.15 ; 7.16 ; 

7.17 ; 7.18 ; 

7.19 ; 7.20 ; 

 



32

)13(
2 xx

dxx
 



54

)25(
2 xx

dxx






544

)23(

2 xx

dxx
  322

5

xx

dxx


 223 xx

xdx
dx

xx

x
 



82

4
2


 3022 xx

xdx
  245 xx

dx

 



127

)32(
2 xx

dxx


 222 xx

dx






544

)2(

2 xx

dxx
dx

xx

x






106

4

2

  29102 xx

xdx


 225 xx

dx

dx
xx

x
 



24

4
2 





22

)13(

2 xx

dxx

dx
xx

x
 



1

1
2

dx
xx

x






84

4

2

 


dx

xx

x
2

3 1
 


dx

x

x

1

13
2

3

dx
xxx

xx
 



)3)(2)(1(

32 23

dx
xxx

xx
 



)1)(2)(2(

123 23

dx
xxx

x
  )2)(1)(1(

3

dx
xxx

xx
 



)2)(3)(4(

123 23

 


dx

xxx

xx

)3)(4(

123 23

dx
xxx

xx
 



)2)(1(

24 23

dx
xx

x
 


3

3 23
dx

xx

xx
 


2

35 1

dx
xx

xx
 


2

35 13
dx

xx

xx






2

382
2

35

dx
xx

xx
 


2

35 13
dx

xx

xx
 



2

382
2

35

dx
xx

xx
 



2

7123
2

35

dx
xx

xxx





3

23

)2)(1(

9136

dx
xx

xxx
 


3

23

)2(

8136
dx

xx

xxx
 


3

23

)2)(2(

5136

dx
xx

xxx





3

23

)2)(1(

10146
dx

xx

xxx
 


3

23

)2)(2(

10116
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7.21 ; 7.22 ; 

7.23 ; 7.24 ; 

7.25 ; 7.26 ; 

7.27 ; 7.28 ; 

7.29 ;  7.30 . 

 

 

Задача 8.   Найти неопределённые интегралы 
 

 

8.1   ; 8.2   ; 

8. 3  ; 8.4   ; 

8.5   ; 8.6   ; 

8.7   ; 8.8   ; 

8.9   ; 8.10 ; 

8.11 ; 8.12 ; 

8.13 ; 8.14 ; 

8.15 ; 8.16 ; 

8.17 ; 8.18 ; 

8.19 ; 8.20 ; 

8.21 ; 8.22 ; 

8.23 ; 8.24 ; 

8.25 ; 8.26 ; 

8.27 ; 8.28 ; 

8.29 ; 8.30 . 

 

 

dx
xx

xxx
 


3

23

)2)(1(

7116
dx

xx

xxx
 


3

23

)1(

2762

dx
xx

xxx
 


3

23

)2)(1(

10106
dx

xx

xxx
 


3

23

)1(

2762

dx
xx

xxx
 


3

23

)2(

8136
dx

xx

xxx
 


3

23

)2)(1(

7136

dx
xx

xxx
 


2

23

)2(

8136
dx

xx

xxx
 


3

23

)2)(1(

10106

dx
xx

xx
 


3

3

)2(

2
dx

xx

xx
 


3

3

)1(

12

xdxx 54 sincos    xdxx 10cos3sin

 
dx

x

x

3cos

3sin
  xx

dx
22 cos4sin

  xdxx 44 cossin  xdxtg 5

  x

dx

sin1   x

dx

cos35

  x

dx
2cos31   xdxx 3coscos

 xdx2cos 4 dx
x

x
 



sin1

sin1

  xdxx 5sinsin   xdxx 2cos2sin 33

 1cos5 2 x

dx
  4cos5sin3 xx

dx

dx
x

x
 4sin

2cos
 


dx

xcos2

sin2

 xdx7sin   xdxx 6sin4sin

  x

xdx

cos1

sin 3

 xdx2sin 4

  5cos3sin4 xx

dx
 xdxtg 4

 x

xdx
4cos

2cos
  xdxx 2cos2sin

 xdxctg 33

 xdx7cos

  xx

dx

cossin1   xdxx 43 cossin
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Справочный материал 
 

Пропорция 

d

c

b

a
 , a  и b  крайние члены; b , c − средние, основное свойство пропорции 

cbda   

Модуль − абсолютная величина действительного числа. 

 












.0,

,0,

aеслиa

aеслиa
a  

)a  Свойство модуля:  

1)   aa   3)   22
aa   

5)   
b

a

b

a
  

2)   baba   4)   baba   6)   baba   

)б  Если ax  , то   axa  . 

     Если ax  , то   axax  ; . 

)в  1,,2 2  nNnaan n  

 

Свойства степеней и действия с корнями 

 

Пусть aaaaaa n ......,0   

1)  mnmn aaa   
6)  nn aa 

1

 11) nmn m aa   16) 
m

m

a
a

1
  

2)  mn

m

n

a
a

a   7)  n mn

m

aa   12) mn mn aa


  17) 10 a  

3)    mnmn aa   8)  aaa 2  13) 
n

n

n

b

a

b

a
  18) 

mm

a

b

b

a



















 

4)    nnn
baba   9)  aan n 2 2  14) nnn baba   19)   aa

n
n   

5)  
n

nn

b

a

b

a









 

10) 1212   nn aa  15) n nn baba    

 

 

Квадратные уравнения 

 

02  cbxax , 0a . 

)a Дискриминант acbD 42  . 

    Если 0D , то корни 
a

Db
x

2
2,1


 . 

    Если 0D , то корни 
a

b
xx

2
21  . 

    Если 0D , то корней нет. 
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)б














a

b
xx

a

c
xx

21

21

 − теорема Виета. 

)в
a

ackk
xckxax




2

2,1

2 ,02 . 

)г    21

2 xxxxacbxax  . 

 

Формулы сокращенного умножения 

 

а) 222 2)( bababa                                 в) 32233 33)( babbaaba   

б) )()(22 bababa                                г) )()( 2233 babababa    

 

Логарифмы 

 

Определение. Логарифмом положительного числа b  по основанию a   

                         ( 0a ; 1a ) называется показатель степени, в которую  

                         нужно возвести число a , чтобы получить b : 

                                      baxb x

a log  

Свойства логарифмов. 

Пусть 0a ; 1a ; 0b ; 0c ; p , q  − любые действительные числа.  

1) 1log aa  5) bpb a

p

a loglog   9) 
a

b
b

a
log

1
log   

2) 01log a  6) b
q

b aaq log
1

log   10) ab cc ba
loglog

  

3) cbbc aaa logloglog   7) b
q

p
b a

p

aq loglog    

4) cb
c

b
aaa logloglog   8) 

a

b
b

c

c

a
log

log
log   

 

 

Тригонометрия 

 

Основные тождества 

1) 1sincos 22   ; 2) 1  ctgtg ;  

3) 





cos

sin
tg ; 4) 






sin

cos
ctg ; 

5) 



2

2

cos

1
1  tg ; 6) 




2

2

sin

1
1  ctg ; 

7) 



cos

1
sec  ; 8) 




sin

1
cos ec . 
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Формулы приведения 

1) 


cos
2

sin 







 ; 2) 


sin

2
cos 








 ; 

3) 


ctgtg 









2
; 4) 


tgctg 










2
; 

5) 


cos
2

3
sin 








 ; 6) 


sin

2

3
cos 








 ; 

7) 


ctgtg 









2

3
; 8) 


tgctg 










2

3
; 

9)    sinsin  ; 10)    coscos  ; 

11)    tgtg  ; 12)    ctgctg  . 

 

Формулы половинного аргумента 

1) 
2

cos1

2
sin

 
 ; 2) 

2

cos1

2
cos

 
 ; 

3) 












sin

cos1

cos1

sin

cos1

cos1

2










tg ; 4)













sin

cos1

cos1

sin

cos1

cos1

2










ctg . 

 

 

Формулы понижения степени 

1) 
2

2cos1
sin 2 




 ; 2) 
2

2cos1
cos 2 




 ; 

3) 
4

3sinsin3
sin 3 




 ; 4) 
4

3coscos3
cos3 




 . 

 

Формулы для суммы и разности аргументов 

1)    sincoscossinsin  ; 2)    sinsincoscoscos   ; 

3)  





tgtg

tgtg
tg





1

; 4)  





ctgctg

ctgctg
ctg






1
. 

 

Формулы кратных аргументов 

1) 





2

2
22

1

1
sincos2cos

tg

tg




 ; 2) 






21

2
cossin22sin

tg

tg




 ;  

3) 





tgctgtg

tg
tg









2

1

2
2

2
; 4) 

22

1
2

2 






tgctg

ctg

ctg
ctg







 ; 

5)  3sin4sin33sin  ; 6)  cos3cos43cos 3  ; 

7) 





2

3

31

3
3

tg

tgtg
tg




 ; 8) 

13

3
3

2

3











ctg

ctgctg
ctg . 
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Формулы, выражающие тригонометрические функции через тангенс 

половинного аргумента 

1) 

2
1

2
2

sin
2 





tg

tg



 ; 2) 

2
1

2
1

cos
2

2







tg

tg





 ; 

3) 

2
1

2
2

2 





tg

tg

tg



 ; 4) 

2
2

2
1 2







tg

tg

ctg



 . 

 

Формулы суммы и разности тригонометрических функций 

1) 
2

cos
2

cos2coscos








 ; 2) 
2

sin
2

sin2coscos








 ;  

3) 
2

cos
2

sin2sinsin








 ; 4) 
2

sin
2

cos2sinsin








 ; 

5) 





coscos

)sin(




 tgtg ; 6) 






sinsin

)sin(




 ctgctg ; 

6) 





sincos

)cos(




 ctgtg ; 8) 






cossin

)cos(




 tgctg ; 

9) 



2sin

2
 ctgtg ; 10)  22ctgctgtg  ; 

11) 







 




4
cos2sincos ; 12) 








 




4
sin2sincos . 

 

Произведения тригонометрических функций 

1) ))cos()(cos(
2

1
sinsin   ; 2) ))cos()(cos(

2

1
coscos   ; 

3) ))sin()(sin(
2

1
cossin   ; 4) ))sin()(sin(

2

1
sincos   ; 

5) 





ctgctg

tgtg
tgtg




 ; 6) 






tgtg

ctgctg
ctgctg




 ; 

7)      22 coscossinsin  ; 8)      22 sincoscoscos  . 
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